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حق طبع. توزیع و فروش کتاب‌های درسی برای وزارت معارف جمهوری اسلامی افغانستان 
محفوظ است. خرید و فروش OT‏ در بازار ممنوع بوده و با متخلفان برخورد قانونی صورت 


E 


پیام وزیر معارف 

T‏ باسم ربک 

سپاس و حمد بیکران آفریدگار یکتایی را که بر ما هستی بخشید و ما را از نعمت بز رگ 
خواندن و نوشتن برخوردار ساخت» و درود بی پایان بر رسول خاتم- حضرت محمد 
مصطفی Ë‏ که نخستین پیام الھی بر ایشان «خواندن» است. 

چنانچه بر همه گان هویداست. سال ۱۳۹۷ خورشیدی. به نام سال معارف مسمی گردید. 
بدین ملحوظ نظام تعلیم و تربیت در کشور عزیز ما شاهد تحولات و تغییرات بنیادینی در 
عرصه‌های مختلف خواهد بود؛ معلم متعلم کتاب» مکتب. اداره و شوراهای والدین» از 
[s‏ شش کانه و اساسی نظام معارف افغانستان به شمار می‌روند که در توسعه و انکشاف 
آموزش و پرورش کشور نقش مهمی را ایفا می‌نمایند. در چنین برهه سرنوشت‌ساز رهبری 
و خانوادۂ بز رگ معارف افغانستان متعهد به ایجاد تحول بنیادی در روند رشد و توسعه نظام 
poles‏ تعلیم و تربیت کشور می‌باشد. 

از همین‌ری اصلاح و انکشاف نصاب تعلیمی از اولویت‌های مهم وزارت معارف پنداشته 
می‌شود. در همین راستاء توجه به کیفیت. محتوا و فرایند توزیع کتاب‌های درسی در مکاتب؛ 
مدارس و سایر نهادهای تعلیمی دولتی و خصوصی در صدر برنامه‌های وزارت معارف قرار 
دارد. ما باور داریم» بدون داشتن کتاب درسی با کیفیت. به اهداف پایدار تعلیمی در کشور 
SSS‏ نخواهیم بافت. 

برای دستیابی به اهداف ذکرشده و نیل به یک نظام آموزشی کار امہ از آمو زگاران و 
مدرسان دلسوز و مدیران فرهیخته بەعنوان تربیت کننده گان نسل آیندہ در سراسر کشور 
احترامانه تقاضا می گردد تا در روند آموزش این کتاب درسی و انتقال محتوای آن به فرزندان 
عزیز ماء از هر نوع تلاشی دریغ نورزیدہ و در تربیت و پرورش نسل فعال و آگاہ با ارزش‌های 
دینی» ملی و تفکر انتقادی بکوشند. هر روز علاوه بر تجدید تعهد و حس مسوولیت پذیری» 
با اس Е‏ که در +۶ فپ s 8 бо Шр‏ 
متمدن و معماران افغانستان توسعه یافته و شکوفا خواهند شد. 

همچنین از دانش آموزان خوب و دوست داشتنی به مثابه ارزشمندترین سرمایه‌های فردای 
کشور می خواهم تا از فرصت‌ها غافل نبوده و در ILS‏ ادب. احترام و البته کنجکاوی علمی از 
درس معلمان گرامی استفادۂ بهتر کنند و خوشه چین دانش و علم استادان گرامی خود باشند. 
در پایانء از تمام کارشناسان آموزشی, دانشمندان تعلیم و تربیت و همکاران فنی بخش نصاب 
تعلیمی کشور که در تهیه و تدوین این کتاب درسی مجدانه شبانه روز تلاش نمودند ابراز 
قدردانی کرده و از بارگاه الهی برای WOT‏ در این راہ مقدس و انسان‌ساز موفقیت استدعا دارم. 
با آرزوی دستیابی به یک نظام معارف معیاری و توسعه يافته. و نیل به یک افغانستان آباد و 
مترقی دارای شهروندان آزاد» آگاہ و مرفه. 


د کتور محمد میرویس بلخی 


وزیر معارف ө‏ 


عنوان فهرست صفحه 
فصل اول: پولینوم fe E‏ 


افاده‌های الجبری» اقسام پولینوم و درج آن» قیمت و مجموع ضرایب یک پولینوم 


عملیه‌های چھا ST‏ پولینوم 

4.28 باقیمانده» 428 فکتور و تقسیم تر کیبی 

pp 
Bec T Uu فصل دوم: رابطه‎ 


جوره‌های مرتب و مستوی کارتیزینی 
حاصل‌ضرب کارتیزینی و گراف آن 
رابطه و معکوس یک رابطه 

)41 معادل 


روش‌های نوشتن و قیمت یک تابع» ial‏ تعریف و تشخیص یک QU‏ از روی گراف 
بعضی توابع خاص و گراف‌های آن‌ها 

توابع متزاید و متناقص, توابع جفت و QU‏ 

انتقال گراف‌ها (انتقال عمودی. انتقال افقی و تر کیب انتقال عمودی و افقی) 
Gabe‏ توابع 

تر کیب توابع» تابع معکوس» تاب یک به یک و گراف تابع و معکوس OT‏ 

توابع پولینومی (تابع درجه WK‏ تابع درجه دوم) و گراف‌های OT‏ 

توابع ناطق یا توابع نسبتی و OLE‏ آن‌ها (مجانب‌های عمودی. افقی و مایل) 

خلاصة فصل و تمرین فصل 

فصل چھارم: توابع مثلثاتی ERROR ERN‏ ای کا ОАЕ‏ 
زاویه و واحدهای اندازه گیری یک زاویه 

حالت معیاری یک زاویه و زوایای کوترمینل 

توابع مثلثاتی و نسبت‌های مثلثاتی بعضی زوایای خاص 

ارتباط بین نسبت‌های مثلثاتی یک زاویه حاده با زوایای دیگر 

نسبت‌های مثلثاتی زاوبه‌های "180",90*,۵, 270۳ و "360 

رابطه بین توابع مثلثاتی زوایایی که نسبت به هم ll)‏ خاصی دارند 

گراف‌های توابع مثلثاتی 

خلاصة فصل و تمرین فصل 

فصل پنجم: تطبیقات مثلثات ک dm NU p‏ 
قوانین نسبت‌های مثلثاتی زوایای م رکب 

نسبت‌های مثلثاتی مجموع و تفاضل دو زاویه 

نسبت‌های مثلثاتی دوچند و سه‌چند یک زاویه از جنس زاویه 


تبدیل مجموع یا تفاضل نسبت‌های مثلثاتی زوایا به شکل حاصل‌ضرب 
pas‏ حاصل‌ضرب نسبت‌های مثلثاتی زوایا به مجموع و یا تفاضل 
طول قوس, قطاع یک دایرہ و مساحت قطاع» قطعة opla‏ و مساحت قطعة دایرہ 
مساحت مثلث از جنس دو ضلع و S30‏ بین این دو ضلع 
مساحت مثلث از روی سه ضلع مثلث (فورمول هیرون) 
شعاع دایرۂ محیطی و محاطی یک مثلث 
خلاصۂ فصل و تمرین فصل 
فصل ششم: اعداد مختلط بے سس سس سان ھت 
altel‏ موهومی و عملیه‌های چهار BIT‏ اعداد موهومی 
جمع و تفریق اعداد مختلط 
ضرب اعداد مختلط» مزدوج و معکوس ضربی یک эде‏ مختلط 
تقسیم اعداد مختلط 
حل معادله‌های درجه‌دوم یک مجهوله در ساحه اعداد مختلط 
خلاصۂ فصل و تمرین فصل 
فصل هفتم: هندسة تحلیلی ЕТИК‏ ےس سے Т‏ 
سیستم کمیات وضعیه و فاصله بین دو نقطه 
دریافت کمیات وضعية نقطه‌یی که یک قطعه خط را به یک‌نسبت تقسیم می کند 
doles‏ یک خط مستقیم(معادلة معیاری یک خط مستقیم. معادلة خط مستقیمی که میل و 
یک ОТ áb‏ معلوم باشد دو ОТ iba‏ معلوم باشد معادلة خطی که تقاطع OT‏ با محورها 
معلوم باشد. Vales‏ نورمال و Moles‏ عمومی یک خط مستقیم) 
تبدیل ona‏ عمومی یک خط مستقیم به اشکال دیگر معادلات خط مستقیم 
AL2U‏ یک نقطه از یک خط مستقیم 
دایرہ و co plo Toler‏ حالات یک خط مستقیم با دایره 
doles‏ مماس و طول مماس 
دریافت مساحت مثلث در صورتی که کمیات وضعيةٌ سه رس OT‏ معلوم باشد 


گراف چندضلعی کثرت. گراف ساقه ویر کے چارک‌ها و گراف صندوقچه‌یی 
مقایسڈ شاخص‌های مر کزی توسط منحنی نارمل» انحراف چارک‌ها 
واریانس و انحراف Soles‏ 


استدلال در ک شهردی استدلال نسمعلی با قیاسی» استدلال استفرایی: اسفرای ریاضی 
استدلال استنتاجی» استدلال مثال شض برهان خلف یا ثبوت غیرمستقیم 
منطق ریاضی و استنتاج بیان 


خلاصۂ فصل و تمرین فصل e‏ 


فصل اول 


پو لینو (Polynome)e‏ 
با (Polynomial)‏ 


(3X 4-5x-4-2)-4-(5xX-+-6) 
=3X 4-5X4+24+-5X4-6 
-—3x5r5x45xXx4-642 
=3X 4-10X+8 


m 


آیا 9ہ بگویید که از افاده‌های الجبری 


2 4 
x -1 

0+00 yu C3 
کدام یک افادة الجبری ناطق و کدام یک غیر‎ 
ناطق می‌باشد؟‎ 


متحول و (variable and соп5їап{)шәб‏ متحول» یک سمبول است که به جای 
هر „ше‏ یک ست غیر خالی وضع می‌شود؛ یا یک حرفی است که نشان دھندۂ قیمت های 
متغیر می‌باشد؛ طور مثال: اگر (10> А = )/ EIN зх‏ باشد. 

x‏ اند در AS‏ فیمت‌های اعداد لے از بت آل 10 را So‏ × را متحول 
(Variable)‏ می گویند. متحولین به صورت عموم توسط حرف‌های کوچک زبان انگلیسی 
۲و2 و غیره نشان داده می‌شوند. 

قیمت یک عدد تغییر نمی کند؛ طور مثال: عدد 4 هیچ گاه با 5 3ویا با کدام عدد دیگری 
مساوی شده نمی تواند پس تمام اعداد «(Constants loot e ii>‏ باشند. 

علاوه از اعداد حقیقی» حرف‌های زبان انگلیسی» مثل ...4,0 و غیرہ به عوض ابت‌ها نیز 
استعمال می گر دند. 

(Algebraic Expression) s you! $361‏ افادۂ الجبری OT‏ است که از یک ابت یا 
یک متحول و یا از ترکیب ثابت‌ها و متحول‌ها تشکیل شده باشد. 

در مثال‌های زیر افاده‌های الجبری را مشاهده کنید: 


1 
x‏ جیرف ОО = г‏ 
z :‏ 1 
که در 52001 الجبری ae Зх?‏ و (Coefficient) EAD‏ می گویند. در babl‏ @ 
1 
эде‏ < و در افادۂ эде X‏ یک ضریب می‌باشد» Sx‏ و 15x`y°‏ حدود wlia‏ 


(Liketerms)‏ می‌باشند که متحولین مشابه» دارای توان‌های مساوی بودہ؛ اما ضریب‌های 
عددی آن‌ها باهم فرق دارند. 


اقسام افاده‌های الجبری: افاده‌های الجبری به سه قسم اند: 
1 افاده‌های الجبری پولینومی :(Polynomial algebraic expressions)‏ 
پولینوم: 52001 الجبری یک یا چند حده که توان‌های حرف‌های‌شان در ست اعداد مکمل 
شامل باشند» پولینوم نامیده می‌شود. 
1+ رن +x-1‏ ری ۰-1 12 Ы у esd,‏ اما ۶-1 + Lix x?‏ 3 
+ له + د پولینوم‌ها نمی‌باشند. 
x‏ 
یا مشخصات پولینوم عبارت اند از: 
٭ توان تمام متحولین اعداد مکمل باشند 
* متحول» زیر جذر نباشد. 
مثال 1: در افاده‌های الجبری داده شده زیر کدام ر یک پولینوم و یک کدام 2 یک پولینوم نمی 
باشد؟ 
ص00 B‏ 
d)Óx?,c)—-— , b)2vx , a)v2x‏ 
y X‏ 
ia^-4a , Һ)88 , 89x ——- D8p p o e)x ° +x?‏ 
حل: ۵,۸ و i‏ پولینوم‌ها هستند. اما 6,6« 6,0, 7 و € پولینوم‌ها نیستند. 
به sb‏ داشته باشید که هر پولینوم» یک افادۂ الجبری ناطق می‌باشد؛ اما هر 52081 الجبرى ناطق» 
پولینوم نمی باشد؛ طور مثال: у?‏ + د یک افادة الجبری ناطق است» اما پولینوم 
PE‏ 
5512 رت а ٣ 12 = 12x°‏ 


1 
می‌باشد» اما E nm‏ پولینوم نیستند؛ زیرا ٣ 5x2‏ "رو که < و 3— 
x‏ 


در ست altel‏ مکل شامل نیستند. 
یک پولینوم توسط یک حرف مثل P‏ نشان داده می‌شود؛ شکل عمومی یک پولینوم که از 
یک حرف (متحول) تشکیل شده باشد طور زیر می باشدء که به‌نام شکل معیاری‌یاد می‌شود: 

Р(х) =а,х" وج‎ ух"! وج‎ ,x"^? رو‎ +a, 
باشد؛ پس‎ а„#0 اعداد حقیقی‌اند؛ اگر‎ 2 а а. а مکمل و ضرایب‎ эде یک‎ n 
7درجه پولینوم می‌باشد.‎ 

DN 

در افاده‌های الجبری Е Ое - Я 8x ,- 8x2‏ و 84x‏ کدام 


یک پولینوم و کدام‌یک‌پولینوم نمی‌باشد؟ 


ca, =1 6a, = —5 3ے یں‎ P(x) = —5x`+x2?2—x+12 در پولینوم‎ 2 Je 
ہف و‎ = 0 «a, =11 می‌باشد و در پولینوم 1182-1 2-یں‎ а, 212 за, 1-۔>‎ 


ay = -1‏ می‌باشد. 
2 افادۂ الجبری ناطق (Rational algebraic expression)‏ اگر بتوانیم یک 


افادة الجبری را به شکل 0 بنویسیم طوری که P‏ و پولینوم‌ها باشند این گونه 


7 1 
افادۂ الجبری را abl‏ الجبری‌ناطق می گویند؛ طور مثال: افادۂ که بک متحول دارد 


x 


به شکل 7 
x‏ 


افادۂ الجبری می تواند эде‏ یک باشد؛ پس )1— )نیز یک افادۂ الجبری ناطق می باشد زیرا 


نیز می توانیم بنویسیم که‌یکک افادۂ الجبری ناطق می‌باشد؛ چون مخرج هر 


p 
72-0 ж 


می‌باشد. 


3 افادۂ الجبری غیر ناطق :(Irrational algebraic expression)‏ عبارت از 


]520 الجیری است که آنرا به شکل خارج‌قسمت دو پولینوم نوشته کردہ نمی توانیم؛ طور 
1 
مثال: ۰۷۲ Jas‏ و 1+ A y^‏ مثال‌های افاده‌های الجبری غیرناطق می‌باشند. 


یک افادۂ الجبری امکان دارد ناطق» غیرناطق و یا پولینوم باشد. پولینوم افادة الجبری یک یا 


چند حده‌یی است که توان‌های حرف‌ها OT‏ در ست اعداد مکمل شامل باشند. 


СС‏ تمرین 


1. در افاده‌های الجبری زیں کدام یک obl‏ الجبری ناطق» غیر ناطق و یا پولینوم می‌باشد؟ 


5 5 


D 

i Op a 0 

2 x 6 

2 در افاده‌های الجبری ©з)‏ کدام یک پولینوم و کدام یک ex‏ نمی‌باشد؟ 
у.‏ 
2 1 

-8 1 x 

NE DNE URN‏ 0ت 


Даз و مه رانشان‎ 4,0,,0,,0, «Рх — ax? +bx? ص‎ cx ed در پولینوم‎ 3 


3 
4 در پولینوم 1- 7-26 = d,,05, 0, P0)‏ و ау‏ رانشان دهید. 


LR : 


UT‏ می توانید بگویید که moo‏ پولینوم‌های 
Оук ху Шох =x‏ 


е, I _ 


مونوم عدد یا یک متحول یا حاصل ضرب یک عدد و یک یا چندین متحول می‌باشد. 
با 16x‏ مونوم (Monomiab U‏ یک افادۂ الجبری یک حده است و ۴-4 ab—y L‏ 
یک افادة الجبری دو 2x° - ×-1 (Binomial) Binome)os>‏ افادۂ الجبری سه حده 
(Trinomial)‏ می‌باشد و افادۂ الجبری 2 42x‏ به نام مولتينو (MultinomiaD,‏ 
یاد می‌شود. مونوم‌ها در یک پولینوم به نام حدود پولینوم یاد می شود و هر مونوم یک پولینوم 
می‌باشد. 

— اوقات پولینوم از ER‏ 92( سه و ۳ چندین متحول Jes‏ شده می‌باشد. پولینوم 
1+ ×7 + ×8 - ×2 دارای یک متحول» پولینوم 2x? —3y‏ دارای دو متحول و پولینوم 


NEE ۶‏ دارای سه متحول می‌باشد که در جدول زیر نشان داده شده است. 


متحول مونوم (یک حده) باینوم (دو حده) ترینوم (سه حده) 
یک متحول ?5 Sy? +3y‏ 1 ۰2 + 
دو متحول 15 6x? +5x-3y" Ix’ -4y°‏ 
سه متحول roce za 8а?Ь + 4с 4хуг?‏ 300 


5 
یادداشت: متوجه باید بود که TAXY‏ و y‏ هر یک مونوم نمی‌باشد. 


فعالیت 
در افاده‌های الجبری 6 +9 + (2x — y «ax?‏ 15 3- و 4x? -4y‏ مونوم» باینوم 

و ترینوم را نشان دھید. 

55 >4 یک :(Degree of a Polynome)es-Jo;‏ اگر پولینوم از یک حرف تشکیل 
شده باشد» بزرگترین توان این حرف عبارت از درجۀ پولینوم می‌باشد؛ طور مثال: درجة 
پولینوم × +1+×2+ × - عبارت از 5 می‌باشد. اگر پولینوم از چند حرف (متحول) 
تشکیل شده باشد درجه مونومی که توان بزرگتر دارد عبارت از de yo‏ پولینوم می‌باشد؛ 
طور مثال: درجه پولینوم 2х?у` —5xy) +х?у‏ عبارت از )1+5=6( می‌باشد و این 
پولینوم نظر به X‏ درجة سوم و نظر به у‏ درجة پنجم می‌باشد؛ اگر درجة یک پولینوم 2де‏ 
1 باشد پولینوم را پولینوم خطی (Liner Polynome)‏ و اگر درجهٌ پولینوم ste‏ 2 باشد 
پولینوم را پولینوم درجه دوم (Quadratic Polynome)‏ می گویند و اگر درجة پولینوم 
эде‏ 3 باشد به نام پولینوم درجه سوم (Cubic Polynomial)‏ و هم مونوم Зх?‏ درج 
دوم و درجذمونوم 3X5 y!‏ عبارت از 5و درجة مونوم 12 صفر می‌باشد. این گونه پولینوم 
را پولینوم ثابت می‌گویند؛ زیرا 12=12х°‏ 

پولینوم ثابت: پولینومی است که درجة OT‏ صفر باشد یا به عبارت دیگر پولینومی است 
که ضرایب تمام متحولین OT‏ صفر باشد. 

مثال1: اگر 13+ (2m—4)x° +(S—n)x‏ یک پولینوم ثابت باشد قیمت‌های 10 و D‏ 
را دریابید. 


حل: چون یک پولینوم ثابت می‌باشد؛ پس ضریب هر حد متحول صفر می‌باشد. 


21 = 4 9 = 5 

2 = 101 
پولینوم صفری (Zero Polynome)‏ اگر حد ثابت پولینوم OU‏ صفرباشد این S‏ 4 
پولینوم به نام پولینوم صفری یاد می‌شود؛ طور مثال: 0 = Р(х)‏ ۰ درجۀ پولینوم صفری 


تعریف نشده است. 


مثال2: قیمت 8 رادریابید اگر (0 + طا - 2) + (6 +20) — (b - 4)x^‏ یک‌پولینوم صفری 
adr‏ 


حل: در پولینوم صفری هر حد صفر می‌باشد؛ پس: 


a—b+c=0‏ 0 - 20+6 0 - 4 - جا 
b=4 20 - -6 a-4-3 =0‏ 
c=-3 a 7‏ 


h(x) = 43 (×)ع و‎ = 2xy? —х?у* Р(х) = х? - 1+ 327" مثال 3ندر جه‌های‌پولینوم‌های‎ 


رادریابید. 
حل: درجۂ پولینوم Р(х)‏ عبارت از 5 است و درجه پولینوم g(x)‏ نیز 5 )5 = (n‏ می‌باشد» 


درجة هر پولینوم و درجة این پولینوم‌ها را نظر به هر حرف تعیین کنید. 


xx 10:05: , x-1 , 15, 2m” ond -mn 


پولینوم مکمل و ناقص: پولینوم مکمل پولینومی است که تمام حدود آن از بزرگترین 
پولینوم‌های х? +1 + 22» - x!‏ ,1- × و51 پولینومھای مکمل اند اما پولینوم‌های 1- ”× و 
X! + × + 1‏ پولینوم‌های‌ناقص می باشند.مامی توانیم که پولینوم‌های ناقص رابه شکل پولینوم‌های 
مکمل بنویسیم؛ مانند: 1- 0۰+ j‏ حرا »ا 0۰2+ جا دا > 


پولینوم‌های منظم و غیرمنظم: پولینوم‌های 4-1 + 2x! -3x?‏ 
یا ا 135 11125 پولینوم‌های منظم‌اند؛ اما پولینوم Bx" ×1× +X‏ یک 


پولینوم غیرمنظم می‌باشد که می توانیم یک پولینوم غیرمنظم را به شکل پولینوم منظم بنویسیم؛ 
طور مثال این پولینوم رامی توانیم به دو طریق به شکل منظم بنویسیم: 


1-xc x^ +X 43x L 3x ox? «x? -x 41 


پولینوم‌های نزولی و صعودی 

:(Descending апа ascending Polynomes) 

اگر یک پولینوم از بزرگترین توان یک متحول به طرف کوچکترین توان ترتیب شده باشد 
نزولی و اگر از کوچکترین به بزرگترین توان ترتیب شده باشد ترتیب صعودی می گویند. 
طورمثال: پولینوم 1+ × + ”× + ”×3 + ex"‏ شکل نزولی و پولینوم “× + 333 + × + × +1 
به شکل صعودی ترتیب شده است. 

اگر یک پولینوم از دو یا چند حرف تشکیل شده باشد ما می‌توانیم که پولینوم را نظر به هر حرف 
به شکل صعودی یا نزولی ترتیب li‏ طوری که پولینوم X ۷۱ 3 у 2 —5y"‏ 
نظر به X‏ به طور نزولی و نظر به y‏ به طور صعودی ترتیب شده است. 


فعالیت 


پولینوم‌های زیر را به شکل صعودی ترتیب کنید. 
+a‏ وود 4x—5+6x +8x ,2y -4y-3-3y' +y 2а 5+4a +a‏ 


مثال4 پولینوم Ply) = 4ху* -3x y? + 2x*y +x" + y‏ رانظر уз‏ شکل صعودی 
حل Р(у) =x* —3x2y2 + 2x’y’ + 4ху* + у?‏ 
پولینوم‌های معادل: پولینوم‌هایی اند که دارای یک متحول بوده و ضرایب حدود مشابه 
LoT‏ باهم مساوی باشند. 

ASL معادل‎ m(x -1( +) -1( + ۳ با پولینوم‎ x + 36 + 2 اگر پولینوم‎ :5 Jo 
را دریابید.‎ p و‎ n,m قیمت‌های‎ 


حل 


m(x2-—-2x+]D+nx-n+p=x +3x +2 
тх? -2mx+m+nx-n +p - x? -3x +2 


mx? + (-C2m + n)x - (m-n + p) =1x?+3x+2 


т =1‏ 
—2m+n=3 —nz5‏ 
m-n-cp-2 —p-6‏ 
پولینوم‌های متجانس( {Нетовепсе Polynoms‏ | گر درجه‌های تمام حدودیکک 
پولینوم باهم مساوی باشند پولینوم را متجانس می گویند؛ طورمثال: *2 - ”ر + 2 یک 
پولینوم متجانس می‌باشند. 
مثال6: اگر پولینوم "z^‏ "572-7 + ر×3 متجانس باشد قیمت‌های D 4m‏ را دریابید. 


حل 
m+l=2+1 n-342-2m-«l‏ 
m=2 n-1-2m-4l‏ 
п-1=2+1‏ 
п=4‏ 


پولینوم‌هایی که از یک حرف (متحول) تشکیل شدہ باشند بز رگترین توان این حرف درجةپولینوم 
می‌باشد و اگر پولینوم از چند حرف تشکیل شده باشد درجۀ مونومی که بز ر گترین توان را دارا 
می‌باشد عبارت از درجه پولینوم می‌باشد و پولینوم‌هایی که دارای یک متحول بوده و ضرایب 
حدود مشابه آن‌ها باهم مساوی باشند به نام پولینوم‌های معادل یاد می شوند و اگر درجه‌های تمام 


حدود یک پولینوم باهم مساوی باشند به نام پولینوم متجانس یاد می شود. 


£ « تمرین 
1 در افاده‌های زیر مونوم» باینوم 3 ml‏ ۳ نشان دهید و نیز درجه‌های آن‌ها را 
دریابید. 


zY , × 4 , x-1 


و к= o рх‏ 
2 در پولینوم‌های زیر پولینوم‌های مکمل و ناقص را OUS‏ دھید و پولینوم‌های ناقص را 
به شکل پولینوم‌های مکمل بنویسید. 
x!-1‏ و x ; x4l‏ 
Эх D 7 15 2 +٦‏ 
З‏ اول درجه هر پولینوم را که در زیر داده شده است دریابید و بعد به شکل نزولی 
ترتیب نمایید. 
4x - 5+ 6:2 - 8x?‏ 
2y? -4y - 3 -3y* a y?‏ 
X E‏ او ]ox WX‏ 
4 اگر dåb P(x-D) -n(x^3)«c22x/-x422‏ قیمت‌های 7,۲ و C‏ را 
دریابید. 
5 قیمتھای b,a‏ و رادریابید؛ 91 Pu) onc 5 (C9)‏ 
О(х) = (3Ь+4)х* +5x s‏ پولینوم‌های معادل باشند. 
6 اگر 5ху? + 8× z- 3y” z‏ یک پولینوم متجانس باشد» قیمت‌های m‏ و P‏ را 
معلوم کنید. 


گے 


× = -1 می توانید بگویید که برای‎ LT 
Р(х) = x! -x!-x-1 قیمت پولینوم‎ 


یعنی ?= )1 Р(‏ چند می‌شود؟ 


عدد حقیقی به‌دست می آید که همین عدد حقیقی قیمت این پولینوم می‌باشد. برای ?= 
قیمت پولینوم Р(х)=3х+2‏ عبارت از 8= 3۰2+2 = (۳)2 باشد. 
مثال 1: در پولینوم PO) suc Р(х)=2х*—7х+1‏ (1-) و P(O)‏ دریابید. 


P(5) 22.5? -7)5(+ 1-50-35 + 1<- 51-35 6 
۶)0( >1 
P(-122C1? -7(-1)+1=2+7+1=10 


PC-D PO)‏ و PO)‏ پولینوم 1-×- ند - ×= Р(х)‏ را دریایید. 


مثال 2 asl Р(х) =16х° - 8x? ef‏ ےم راد 


1 1 ۳ 23 1 1..3 и 
Р -16(-—y -8(-— + =16 SE 
Cm on с, | inc) T 1 
DESI ۶۲ 
л» 2 6 ۶ 9پ‎ 7 


0 


مثال3: طوری که می دانید محبط (Circumference)‏ دایرہ از فورمول С=2лг‏ 


22 
به‌دست می اید اگر وا و 1 شعاع دایرہ باشد. 


55 صورتی که شعاع دایرہ ت 3 - ۲ باشد» da‏ این دایرہ (C)‏ را دریابید. 
y‏ 2 


C = r= x "٦ — 22cm 
П 2 


مثال4: اگر b,a‏ و طول اضلاع مثلث و р‏ نصف محیط مثلث باشد. یعنی 


bd n a+b+c 

p —‏ مساحت مثلث از فورمول Jp(p-a)(p-b)(p-c)‏ = 8 به دست 
اگر طول اضلاع مثلث 15ст ,b=12cm, a =9cm‏ = باشد مساحت این مثلث را 
دریابید. 
حل 


F  - - 90 ISO 
а 2 2 


٩ = Jp(p-a)(p-bX(p- c) = 418(18-9)(18-12)(18-15) 
18۰9۰6۰3 = 42.9.9.2.3.3 = 42? .3? .9? = 2.3.9 = 54cm2 


18cm 


حجم استوانه از فورمول 870--4 که ۱۷ حجم استوانه» 7 شعاع قاعده و 


h‏ ارتفاع استوانه می‌باشد. اگر 5610 = г‏ و 21610 = 1 باشد حجم این استوانه را دریابید. 


مجموع ضرایب یک پولینوم: اگر P(x) = a,x «a, X" +. +ax+a,‏ 
باشد مو ضرایب پولینوم 7 1 ака‏ می‌باشد. 
مثال 5: مجموع ضرایب پولینوم 1+ 32 - оток‏ ار را درا 


حل: p(l)‏ را در می eee‏ 3:1+1=2+5-3+1=5- 2:1+5:1= (۳)۱ 
اگر یک پولینوم از چند حرف تشکیل شده باشد به عوض هر حرف عدد(1) را وضع 
می کنیم؛ طور مثال: برای دریافت مجموع ضرایب x^ + (+ 6x^y! + Axy! +y‏ 
به عوض و عدد بک را وضع می کنیم. 

FP +1* -1+4+ 6+4+1 -6‏ -4- 1 6۰12 +۰1 4۰1 “1 
مثال6: مجموع ضرایب (зр)‏ را دریابید. 
حل 

(I-3-*=(1—3)* = )-2(“ =6 

مال 7: مجموع ضرایب ")2+ (1- -5x -D'Qx^‏ )راه دست آورید. 
حل 4 1 600 4 1 3 600 2 

ОЕЕО =) 0+24 = 1)#° =81 


مثال 8: اگر شعاع این توپ бст‏ باشد حجم این توپ را دریابید. 


e 


У = Amr = 06 = 22160۳ = 288ncm* 


اگر در یک PW gy‏ عوض X‏ — داده سده را وضع کنیم؛ قیمت پولینوم به دست 


اگر در یک پولینوم عوض حرف (متحول) (LQ) эде‏ وضع شود مجموع ضرایب پولینوم 


5 МЎ اس‎ 
تمرین‎ СС 
ات‎ o5 و )م را‎ P(-1) «t p(x) =—-x* - x! - x? -x-1 اگر پولینوم‎ 1 
را‎ K قیمت‎ tol p(2) 217 قیمت‎ p(x) = kx -x° +3x-1 در پولینوم‎ 12 
دریابید.‎ 
در با‎ уй عارت از 9ات فمت‎ mx - 2 | مجموع ضرایب‎ КЕ 
1 Он eel 
دریایید.‎ x 2-— را برای‎ р(х)=—х——х—— قمت پولینوم‎ 4 
Е gebe» 3 va و‎ s 
C 2-x4«3x' - 6x? LB = -4x? «10x? ПА = x? - 4+ 4 در پولینوم‌های‎ 5 
می‌باشد؟‎ 265 100 эде قیمت کدام پولینوم از‎ x 74 و 4-4+ ×=( برای‎ 


а)С b) D cA dB 


6 در پولینوم‌های زیر برای 5 = × کدام پولینوم بزرگترین قیمت را دارا می‌باشد؟ 
а)х^—2х+6‏ 
b)3x* + 6۴+2‏ 
c)- x? - 40x - 0‏ 
d)x° -120x^ +10‏ 
pix) = × a ca =× =1 $17‏ باقت T pG) PO «PCD‏ 


دریابید. 


1 1 3 5 7 etae 
دو ااا‎ EX + ok pax برای 0ھ‎ 8 
j а 8 8 8 g 3 К 


К 


Sle‏ هر ضلع مربع 30-4 و هر ضلع 

مثلث متساوی الاضلاع 2 +10 باشد یک 

5201 الجبری را بنویسید که محیط هر دو 

شکل را نشان دهد. 

» اگر B=9x-5 ,A-8x'-2x«3‏ 4۔31۸7 
ДЬ‏ ها ۹۹ ا 


doc -1‏ جمی: حدود مشابه (Like terms)‏ باهم جمع و نیز حدود مشابه یکی از دیگری 
تفریق می‌شود که این هر دو ААР‏ به صورت افقی و عمودی انجام شده می‌تواند. 
مثال 1: اگر 5 + 2۰1 - A «—3cd?‏ و 5- B=9cd—-7cd2‏ باشد A+B‏ را دریابید. 


حل 
А +В = (-3cd? —2cd+ 5) + (9cd — 7cd? — 5)‏ 


= Зей? — 2cd +5 +9cd —7cd? - 5 = —10cd2 + 7cd 


فعالیت 


اگر 38+ ”ا <ھ , В = 2807 +3а-2‏ و C=2a+4‏ باشد مجموع این سه 


مثال2: A+B+C‏ دریابید اگر: 

B=3x-5-2x°, A=1+2x+3x2‏ و 4+×5- ×= € ونیزاگر 
В=а?Ь? - 2*03 - 40-4 ‚А =а* – 2а?Ь° —3a?b? - 4c - 2b‏ و 
C = 4 +2 b? – 2с‏ باشد. 


حل: در اول پولینوم‌ها را به شکل منظم می نویسیم و بعد حدود مشابه را باهم جمع می کنیم: 


3071 a ظ‎ 2 ab ا وف‎ —4с—2Ь 


=x ox ab” -2a7b +4b-4 
хох ab + ab” —2с 
Dx 2a*b - ود‎ 9 —6c +2b—4 


2- عملیة تفریق: در Мы‏ تفریق معکوس جمعی مفروق را با مفروق منه جمع می کنیم یا 
به عبارت دیگر علامه‌های مفروق را تغییر می دھیم و با مفروق منه جمع می کنیم. 
مثال 1: پولینوم 8 را از پولینوم ۸ تفریق نمایید اگر 7- ×+ ”×+ - = А‏ 
و 4+3 + Bo -× ex^‏ باشد و نیز اگر 26 - ”24 - 20 – 20 > A‏ و 


fob Bb 0 3d. 3 f 


حل 

A x ке А - 29 2с DJ De 
-B-Tx'tx!t4xt3 Bob 39 WM BET 
А-В= —3x -10 ABb TE FA nn 
b 


-x° +X +x—7-(-x° +x’ +4x +3) 

= Px xa x x 4<8 

=—3х—10 

Lb‏ به ob‏ داشته ہاشیم که غرض سادہ ساختن یک پولینوم حدود (Like terms) alis‏ را 
باهم جمع و یا از یکدیگر تفریق می کنیم. 

به طور مثال: 

a) x^ +6x*—8+9x? +2x* - 6x? = 8x^ + Ax? -8 

b)3x-x-1-43-2x = 2 

c) 2x? -x-x?!-x-2-x!-2x-2 

d) 6xy -xy -x — y + 2x = 5xy +X- y 


e) mn -4+ mn -5 = 2100 – 9 


فعالیت 
در پولینوم‌های زیر حدود (Like terms)4U‏ را نشان دهید. 


Е оо Ors — 215? + 4252 + 315—7 
3p - 4p? + 6p + 10p? 2fg + f?g — fg? - 26 -3f?g + ج5‎ 


مثال 2 با پولینوم ab‏ + 7و3 - a” + 2a?b‏ کدام پولینوم را جمع کنیم تا حاصل c=‏ 
27ج + 2a* —3a°b-3ab° -b‏ شود 


حل 
даза бар —3ab° — b^‏ 


=a 22a baa) F ماج3‎ 
a^ - ا58‎ -b* . 
فعالیت‎ 


مجموع پولینوم‌های 2×2 -6 +4 و 3- × - 327 را از مجموع پولینوم‌های 
—2x° + 32-7 gx? +х°—2х‏ تفریق کنید. 


مثال 3 تفریق کنید. 
202x^y -303x^y? -101x^y? – 404ху* —505y”‏ 
-101x*y € 303x^y? +101x’y* + 404xy^ +505 y?‏ 
101x*y -202x^y? –1010у°‏ 
Зах —5bx - 8cx – 1 Idx‏ 
+3ax + 50 + 8сх 21‏ 
0 
مال A‏ حدود (Like terms) alive‏ را باهم = و ساده ES‏ 
20-k-k-10—-6-k^ 2-k^ -2k +4 8-10+x-7+x=2x-9‏ 
y -l+y?-1=2y’ -2 ab+a-b-a=ab-b‏ 


400 +b +b mpu لا‎ 
х^—5х-—-2х°+5=—х^—5х+5 


Lb‏ به یاد داشته ہاشیم که اگر 0,7 و R‏ پولینوم‌ها باشند؛ پس: 


P+Q=Q+P ERE جمع)‎ Мз» bis (خاصیت‎ 
Р+(О+К)=(Р+О)-+К...... جمع)‎ dec (خاصیت اتحادی‎ 

P(Q +R) = PQ + PR ............. جمع)‎ CYL (خاصیت توزیعی ضرب‎ 

(О + R)P = ОР + RP 


در عملیه‌های جمع و تفریق پولینوم‌ها حدود مشابه باھم جمع و یا از یکدیگر تفریق می‌شوند. 
در dhe‏ جمع پولینوم‌ها خاصیت‌های تبدیلی و اتحادی صدق می کند و در Adae‏ تفریق 

س جمعی مفروق با مفروق‌منه جمع می‌شود و خاصیت توزیعی ضرب بالای جمع 
پولینوم‌ها نیز صدق می کند. 


RIS Mk 
تمرین‎ < 6 | 
باشد» پولینوم‎ х? -2xy +3 است اگر یک پولینوم‎ ×” + 2 y مجموعة دو پولینوم‎ .1 
دیگری را دریابید.‎ 
ry du ۲2  > را از ولو اا‎ deese ED cell aes 2 
"را تفریق کید‎ —3a%b + 3ab* b پولینوم‎ ca^ +3a°b+3ab’ rb از پولینوم‎ 3 
С = 24° -a° +2a-8 , B=a ° +2a+5, A=a°+2a°-6a+7 گر‎ 4 
مساوی است به:‎ (ab^ +3a)+ ab! +3a —2)+ (2a +4) حاصل جمع افادۂ‎ 5 
a) —3ab? +8a+2 b)3ab? + 8а c)3ab? + 8a + 2 
(3a?b? + 2a? — 5ab) +(—3ab + a” — 2) + (1 + 6ab) 
2 اگر دو طیاره از یک میدان هوایی در جهت مقابل همدیگر پرواز کنند» در صورت ی که‎ 7 
طیارة دیگر از‎ ileb میل و‎ x^ + 2+ 400 یک طیاره از میدان هوایی‎ Abel ساعت بعد‎ 
میل باشد فاصله بین این دو طیاره را دریابید.‎ 3x^ - 50× +100 همین میدان هوایی‎ 


Еа) 


х+1 


ضرب مونوم در مونوم: اگر مونوم 3r s!‏ رادر مونوم "57*5 ضرب کنیم 
Cts (5r s7) = lors Ете‏ می‌شود. 
حاصل ضرب Cio ‚ (7х°у)(—3х* yz)‏ و (—30a°b)(—5ab)‏ را دریابید. 


== 1 (-5y)6y) = -25y*" 
(-2ay (-2ay = -32a? (-4s?^t^)(2st?^) = -8s?t? 
x(x™) = ا‎ EP: —2а) = 247 
5 5 S ST 1 1 185 
(сш упш کو‎ s mn со 
(-a°)(—a) = a"! =a? (—0.1)(—0.1)(—0.1) =—0.001 
(0.01p)(0.01p) = 0.0001p2 (-mn)(-mn?) = т°п? 
(0.1x2)(0.1x2) = 0.01x 
ضرب مونوم در پولینوم‎ 

مثال2: حاصل ضرب زیر را دریابید. 

x'(x - x?y*) =x -x)y' (2m^n^)(1- 4mn^) = 2m?n? - 8m?n' 


—3b(5b* - 8b +12) = - 15b? + 24b? — 36b 
— 45212 (5st + 681—281?) = —20s^t? 24st + 8s^t" 


فعالیت 


"A 
باشد.‎ ۴+2 OT و ارتفاع‎ KOT عرض‎ (2x OT حجم مکعبی را دریابید که طول‎ 


сул‏ و 
مثال3: feb)‏ ضرب )5- (x-4)(x‏ را دریابید. 
حل: 20 - (x—4)(x —5) =x? -5x - 4x + 20 = x? -9x‏ 


b) (a+ b)(a + b)(a + b) = (a + b)(a? + 2ab + b^) = a? + 3a?b + 3ab? + b? 


v=(a+b) 


a+b 


Prax + 2× с‏ و P(x)-Q(x) «ab Q(x) 22x! - x41‏ را دریابید. 


P(x):Q(x) =(x`+2x):(2x°—x+]1) 


=х?*.2х°^+х?°.(—х)+х°*-1+2х.2х°+2х.(—х)+2х-1 


SON хх ا تا سل‎ 2۷۲ X Чох Еро 


uS باهم ضرب‎ a^ - b° و‎ a` +b? مثال4: افاده‌های زیر را به کمک مطابقت‌های‎ 
а) GY کج(‎ –(х")(у") + (у")?] 
= (х") «(y = х" ну" 
b) (vx -Jy)Wx +./у)(х + xy +у)(х– A xy + у) 
×لہ)-‎ - Jy) + уху + yy x + 7)۴ - A xy + y) 
-[Wxy -YIN +y] -yr 
T (узу =x -y 
و ۸ پولینوم‌ها باشند:‎ ©, P به یاد داشته باشید اگر‎ 
P-Q-Q-P (خاصیت تبدیلی ضرب)‎ 
P.(Q.R)=(P.Q):R (خاصیت اتحادی ضرب)‎ 
فعالیت‎ 


اگر 1- Р(х) = 2× -x‏ و 4-8 = О(х)‏ باشد خاصیت‌های تبدیلی و اتحادی ضرب 
را در آن‌ها بررسی کنید. 


فعالیت 


حاصل (a+b+c)(a? + b^ +٥” -ab-bc-ac) o pó‏ را دربایید. 


سا з у ох‏ نکر ا 
حوض می‌باشد که عرض راہ × متر و طول و عرض حوض به ترتیب 
а‏ ار 

حل: مساحت مجموعی راہ و حوض 

А = (25+2х)(50+2х) =1250+150x + 4x2 
(25m)(50m) = 1250002 مساحت حوض:‎ 


1250+150х + 4x? - 1250 = 4x? +150х پس مساحت راه:‎ 
می‌باشد.‎ 


در ضرب پولینوم‌ها می توان مونوم را در مونوم» مونوم را در پولینوم و با پولینوم را در پولینوم 
با هم ضرب کرد و در ААР‏ ضرب خاصیت‌های تبدیلی» اتحادی و خاصیت توزیعی ضرب 


1 ضرب کید —2xy(x ° +2y2—-2) , )4×y”2()-5×y2(‏ 
2 ارتفاع یک بکس × انچ» طول (х+1) OT‏ انچ و عرض 2x-4 oT‏ می‌باشد اگر 
ارتفاع بکس 3 انچ باشد حجم این بکس مساوی است به: 

а) 40in b) 24in с) 48in d) 20in? 


а? : 
:4) مساوی است‎ (— 
a 


q 
BC MC 0 


هر سه درست نستند )4 صفر a)l b)-1 с)‏ 


ہم 


Li‏ حاصل تة تقسیم 

4m? 1 
ہے‎ 3 2 m 2 
п a mn x 
n ' ^^ ۸۸۸۹ x 

b 

ایا 

| m= m = x` —n* 
و 2 را به دست آورده‎ 7 


تقسیم مونوم بر مونوم(لمنصمصمح: :(Dividing monomial by‏ 


50547 955 T —n? 
نان‎ 2 = abíc* , 2a کو ۹ ۱ کت‎ ЕЕ 
12а Ыс 4х у” 2 -a* n 
تقسیم پولینوم بر مونوم:‎ 
) 45x? – 7х2) Ke 
4 3 2 4 3 
-n p ` 
musco bs 
x!y? -x'y$ - 4x? y? 5 5 8 3 pu Е 
- = XxX y-xy - 47 ) y #0) 
ху 
Соо 5۵۶4۸ 
ч = у وک سے‎ — г” — 45° (rs = 0) 
rs 
حاصل تقسیم را به دست آورید(مخرج‌ها خلاف صفر اند)‎ 
27x5y? -18x" y* x’ x’ ]ا10‎ 
а: == Жош © چک‎ ш 
Ox y ۷ -1 y-1 6b^c 


تقسیم پولینوم بر پولینوم: وقتی که یک پولینوم GULL‏ پولینوم دیگر تقسیم می نماییم 
(Dividend), pui‏ و مقسوم (Divisor) ate‏ هر دو باید به طور منظم ترتیب شوند. 


مثال3: حاصل تقسیم (13х+2х°*+12+3х°—4х°?)-+(3+х°—2х)‏ را 4 دست 
آورید. 


2+۶۵۷ | x px qu 


+2x* + 4x? +6х? | 2х? +7х+4 
Tx? -10x? +13х 
+7х? ۲147 £21x 
4х? - 8× +12 
+4۴2 ۴8× +12 
0 فعالیت‎ 


حاصل تقسیم (а +b5)+(a+b)‏ رابه دست آورید. 
مثال4: Jol‏ تقسیم )3+ (x° -19x 30) +(x‏ را دریابید. 


حل 
x! 19х30 ×+3‏ 
Ex Ех. | x? -3x -10‏ 
3x? - 19x‏ — 
F 3x? F9x‏ 
—10x -30‏ 
10x +30‏ + 
0 


مثال 5: با پولینوم 6+ 4x? -10× +12х‏ کدام эде‏ جمع شود تا بر(1 + 20( پورہ تقسیم 
شود؟ 


4х? —10x? +12 +6 | 2x +1‏ 
Ax) 42x? | 2x? - 6x +9‏ 
—12x° +128‏ 
12x? + 6x‏ ¥ 
18x +6‏ 
18x +9‏ | 
3- 
در نتیجه» اگر با پولینوم فوق эде‏ 3 جمع شود به )1+ (2X‏ پوره تقسیم می شود متوجه باید 
بود که ААР‏ تقسیم را تا وقتی ادامه می دھیم که باقی‌مانده صفر و یا do yo‏ باقی‌مانده از درجه 
مقسومعليه به اندازة یک کم باشد. 
فعالیت 


حاصل ضرب دو پولینوم 1- 61 + ٭11- бу‏ می‌باشد. اگر یک پولینوم 1+ Ay‏ - ”ر3 
باشد پولینوم دیگری را دریابید. 


مثال6: به کدام قیمت X‏ پولینوم 5+ ×+ -13x^‏ 3+ 12*7 بر 1- 3x‏ پوره تقسیم 
می‌شود. 
حل 


Ox Ox ی٦‎ 


12x4 +4x2 4۰393 


3x -9x» +x 


_ 3 +х 
—9x7 -2x +5 2х+2=0 
+9х” 3 2x =-2 
2х+2 x=-l 


پس برای 1- xo‏ پولینوم فوق بر 1- ×3 پوره تقسیم می‌شود. 


در تقسیم پولینوم می توانیم مونوم را بر مونوم» پولینوم را بر مونوم و یا پولینوم را بر پولینوم 
تقسیم کنیم؛ طوری که مقسوم و مقسوم‌علیه به طور نزولی ترتیب گردد و ias‏ تقسیم تا 
وقتی ادامه دادہ می شود که درجه باقیماندہ به اندازۂ یک از درجة مقسومعليه کم باشد. 


1. به کدام Pood‏ پولینوم —9x+ p‏ ر7 - 0ر3 بر x-13‏ پوره تقسیم می‌شود؟ 
2 خارج‌قسمت‌ها را دریابید. 


(a? +b’ + c? -3abc) + (a + b +c) 
(x? + - 6( + )-2( 
) yy) 
jk Se 
21 
12x? +9x* +15x? 
3x? 

27а°Ъ” —18a"b* 

9a?b* 


(к а?) - (x? - ax - a?) 
(9x*+2x°+7x+2)+(3x+2) 

(8x? +27y*)+(2x +3y) 
(7x -12 - 2x^ - 8x? - x^) - (2x? +5) 


1 


+ ×2 
LT‏ بدون انجام دادن ilas‏ تقسیم می توانید 1- x-3 )2x? -5х‏ 
(2x?-6x) ОСЕ m‏ - 
ر4 x»‏ تقسیم گردد باقی‌مانده چند 1- ×1+ 0 
خواهد $55 )3- i (x‏ 
باقی O+‏ 


اگر پولینوم x—a „Р(х)‏ تقسیم شود باقی‌مانده مساوی با P(A)‏ می شود یا К = P(A)‏ 
مثال 1: اگر پولینوم 4 + ×3+ 2×2 = Р(х)‏ بالای ( 3+ (Х‏ تقسیم شود باقی‌مانده 
(Remainder)‏ با P(—3)‏ مساوی است. 

Р(—3) = 2(-3y. +3(—3)+4=13:_}> 


2x یپ‎ 4 x3 


_2х°+6х | 2х—3 
(03x44. 
+3х+9 
13 


قضیه: اگر پولینوم Р(х)‏ رابالای (x—a)‏ تقسیم کنیم باقی‌مانده R = P(a)‏ می‌باشد. 
ثبوت: اگر خارج قسمت تقسیم Р(х)‏ بر Q(x) e (x-a)‏ و باقی‌مانده R‏ باشد داریم 
که: 
Р(х)=О(х)(х-а)+К х-а=0‏ 
P(a-Q(a(a-a)tR х=а‏ 


P(a) =R 


مثال2: اگر پولینوم 7— ”× - ”×2 (Х—2) CYL‏ تقسیم شود باقی‌مانده چند خواهد بود؟ 


P)2( oq eS 
R=5 


فعالیت 


توسط А25‏ فوق باقی‌مانده را معلوم کنید. 

٭ اگر -x° —226x+1410‏ ”× بالای (х+17)‏ تقسیم شود. 
٭ اگر5+×3 + x? -2x?‏ بالای )4 — (x‏ تقسیم شود. 

٭ گر 199+ х? +182 +164х‏ بالای )8+ (x‏ تقسیم شود. 


کا ہو 2 1 A 7 Uo‏ 
مثال3: |5 پولینوم ۲-9 + oc) ue 5x‏ ی رت بدون انجام alee‏ تقسیم 
بگویید که باقی‌مانده چند خواهد بود؟ 


حل 
la I 1‏ 1 
P = 5 9 x+—=0‏ 
2 2 > ( > ( 
udi. 1 922 1 осоЕ с=з 33 Еи‏ 
ПД 2 4 2 4 4 2‏ 


مثال4: اگر پولینوم ۷-11 - +7y°‏ *و10- P(y)‏ رابالای (2у+1)‏ تقسیم کنیمبدون 
انجام دادن iks‏ تقسیم باقی‌مانده را دریابید. 


TE و1‎ 1.2 1 

BU EU ell лус 
1 1 Ds 1 

РВЕ ۱ ШЕЕ Еи = y=—— 

tret a. YS 

жес ныс بو‎ жу ш 
+ 4 2 4 4 

R 2-10 


فعالیت 


باقی‌مانده Jl š‏ مثال 4 را توسط انجام‌دادن Ae‏ تقسیم КОО‏ 


P flto‏ پولینوم 18+ 33- 4х" +125" - 3x"‏ بر (x4)‏ تقسیم گردد 
باقی ماندہ را دریایید. 
حل 
P(-4) = 4(-4)* +12)-4(2-13)-4(2-33)-4(+8‏ 
2198 1174—976= 1024—768—208+132+18= 


4х* +12х°—13х^°—33х+18 | x+4 
-4x* +16 4х? — Ax? +3x —45 
—4x* —13x? 
F Ax? +۴167 
3x? —33x 
ا‎ a 
—45х +18 
+45х +180 
198 
تقسیم توسط قضیۂ باقی‌مانده‎ АД تقسیم کنیم بدون انجام‎ (X-a) را بالای‎ POO اگر پولینوم‎ 
تقسیم را دریافت کردہ می‌توانيم که‎ il. باقی‌ماندة‎ (Remainder Theorem) 
مساوی می‌باشد.‎ P(a) باقی ماندہ(ڈ) با‎ 


1 به کمک (Remainder ћеогет)4..25‏ باقی ماندہ را دریابید. 


(5x! -x° + Ax +1) - (x -3) (6p" 2p? —p+20)+(p->) 
(6x? +15)+(4x +9) (4y* -y-6)+(y-1.6) 
بر( 2+ × ) تقسیم شود به کمک قضية باقی‌مانده‎ 5× - kx! +3) × -6 اگر پولینوم‎ 2 
بگویید که به کدام قیمت  باقی‌مانده 44- خواهد شد؟‎ 
1 
2 asek eas قرو ےه گا‎ Е ای‎ 2 ۲ ۲ +1 sun 
E — تقسیم شود به کدام‎ (۳ ae : У y — 


$14 پولنوم 2+ х -10x‏ بالای (X—1)‏ کے شود به کلام iub SL mcos‏ 
acd‏ ; حسم موہ ہر جم ی 


d 


(х? +1) +(х+1) 
یک فکتور پولینوم‎ (x-1) LT 
(-1 +۶ Qel (у= Л чыч? 


dad اق‎ 


اگر در پولینوم P(a) =0 P(x)‏ شود؛ پس ۴-٥‏ یک فکتور این پولینوم می‌باشد. 
ثبوت: به اساس قضیة باقیماندہ R = Р(а)‏ است اگر پولینوم Р(х)‏ بالای (x-a)‏ تقسیم 
شود و خارج‌قسمت آن Q(x)‏ باشد داریم کہ: Р(х) = О(х)(х—а)+ R‏ اگر R=0‏ 
باشد؛ پس: Р(х) = Q(x)(x —a)‏ 

مشاهده می شود که (x — а)‏ یک فکتور پولینوم Р(х)‏ می‌باشد و یا اگر (x-a)‏ یک فکتور 
پولینوم Р(х)‏ باشد؛ پس 0 2 P(a)‏ است. 

مثال 1: به اساس قضیۂ فکتور olis‏ دھید که )2 — (x‏ یک فکتور پولینوم 

Р(х) = х? +3х? +4х – 28‏ می‌باشد. 


حل 
Р(х)=х*+3х°+4х—28 х-2= 0)‏ 
P(2) = 2? +3(2)? +4.2—28=8+3(4) + 8-28 - 0 X?‏ 


بدون اجرای عملیة تقسیم به کمک قضیۂ فکتور نشان دھید که Х—1‏ یك فکتور 

Р(х) 22x! –13х? + 26x -15‏ می‌باشد. 

مثال2: به کمک قضية فکتور نشان دهید که( 2 - ER (x‏ فکتور پولینوم 32 P(x) = x?‏ 
می‌باشد. 


Je 
P(x) = x? -32 


or - 32 - 32-32 -0‏ (2)ط 
چون R =P(2)=0‏ است؛ پس (х—2)‏ یک فکتور پولینوم 32- × می‌باشد. 
مثال3: آیا (х+1)‏ یک فکتور پولینوم 4+ ×7+ 5×2 + Р(х) 22x?‏ می‌باشد؟ 
Р(—1)=2(—1)*+5(—1)*+7(—1)+4=-2+5—-7+4=0:_>‏ 
چون P(-1) UR‏ مساوی به صفر است؛ پس )0—1( یک فکتور این پولینوم می‌باشد. 
مثال A‏ به plus‏ قیمت (x-1) k‏ یک فکتور پولینوم Р(х)=2х°*—3х°—-х—-2К‏ 


می‌باشد؟ 


حل 
BQ) = 20) ЗИ) IK IM = a k‏ 


-2- 26 =0 >-2k =2 —k--1 


چون برای 1- = k‏ باقیماندہ صفر می شود در نتیحه 1- × یك فکتور این پولینوم 
می‌باشد. 


فعالیت 


توسط 428 فکتور OUS‏ دهید که UT‏ دو حده‌های (باینوم‌ها) طرف چپ. فکتورهای 
پولینوم‌های مربوط می‌باشد و یا خیر؟ 


(x —6): (x5 —36x° +1296) (у + 5): (у* +125) 
к+—:(00х` +7х+6) к): -5) 
(x —0.1): (10x? - 11x? +1) (x +2): (x° +32) 


معکوس قضیۂ فکتور (Converse of Factor Theorem)‏ 
اگر (x—a)‏ یک فکتور پولینوم Р(х)‏ باشد؛ پس: Р(а)=0‏ است و عدد a‏ یک جذر 
(Root)‏ معادله پولینومی 0= Р(х)‏ می‌باشد. 


مثال1: اگر (x-2)‏ یک فکتور پولینوم 6- 115+ Р(х) = x'-6x^‏ باشد» نشان دھید 
که ate pci Р(2)=0‏ یک جذر معادله ۲116-0 >6 X^‏ می‌باشد. 
حل: اگر эде‏ 2 یک جذر x? - 6x7 +117 -6 = 0 Moles‏ باشد؛ پس: (х—2)‏ یک 
فکتور این پولینوم است و P(2)=0‏ می‌باشد. 

P(2) = 23 - 602(* +11(2) -6 -8-24+ 22-6=0‏ 
مثال 2 اگرعدد 2- یک جذر x^ + 4×” +10 + 8 = 0 alu‏ باشد قیمت K‏ را دریابید. 


حل 
+k(-2) + 8 =0‏ )2-(4 + تروے 
—8+16+k(-—2)+8=0‏ 
—2k=-8+8-16‏ 
k=8‏ 
مثال 3 olis‏ دھید که sde‏ 3 یک جذر Holes‏ پولینومی x! - 6× +5x+12=0‏ 
می‌باشد. 
حل 


0 = 12+ )5(3 + (603- ?)3( 
27—54415412-0 
0 - 54 - 54 
0-0 
مشاهده می‌شود که عدد З‏ یک جذر این alu‏ پولینومی می‌باشد. 
فعالیت 


نشان دهید که эде‏ 2 یک جذر معادله 0 = 2— x! - 4x? +5x‏ می‌باشد. 


2х* - 6x? - 7х? +10 -15 = 0 Dole یک جذر‎ 3 эде К قیمت‎ plus مثال 4: به‎ 
می‌باشد؟‎ 


حل 
-3k -15 20‏ )7(9 – )6(27 – )2(81 = 31-15 + 7(3 - ?6(3 - *)2(3 


162-162 —63+3k—15=0 
3k 215 + 63 +162 -162 = 78 
31 =78 

k 6ھ‎ 


اگر (x-a)‏ بک فکتور پولینوم custo POD‏ پس ۳۲۸3-0 ات وا کر در پولینوم PO)‏ 
(x-a) c 45 P(a)=0‏ یک فکتور پولینوم PK)‏ می باشد. 


oe‏ تمرین 


1 به کدام قیمت ‏ , (2-) یک فکتور پولینوم 

P(x) =2x*—x°+kx°+kx-12‏ می باشد؟ 

2 آیا )3+ (x‏ یک فکتور پولینوم 27- P(X) =× -x° +27x°‏ می‌باشد؟ 

З‏ توسط قضية فکتور نشان دهید که (x + T)‏ یک فکتور پولینوم 

P(x) =x? + 8× + 8× +7‏ می‌باشد. 

4 - بدون انجام Ме‏ تقسیم نشان (y — 7) LTS даз‏ یک فکتور پولینوم 

P(y) = y* + 2y” -6y -14y -7‏ می ‌باشد؟ 

5 نشان دهید که (m+ LT‏ یک فکتور پولیٹوم 2- 400+ 2003 P(x)‏ می‌باشد؟ 
6- به کمک قضیه فکتور پولینوم 8 ×10- ”×+ X‏ را бу жй‏ کال 

7-اگر (x-1)‏ و (1 + ) فکتورهای پولینوم 2 + Р(х) = x' +ax? + bx‏ باشند» 
قیمت‌های a‏ و تا را دریابید. 

Q(x) 2x? -5x? - 16x +k یک فکتور پولینوم‎ (x—5) قیمت کاء‎ plus به‎ 8 
می‌باشد؟‎ 

х? -9x^ +14 +k = 0 یک جذر معادلة پولینومی‎ )-1( эде Kتمیق‎ plus 9-به‎ 


می‌باشد؟ 


3 8 -9 2 بدون انجام عملیة تقسیم خارج قسمت‎ UT 
و باقی‌مانده را می‌توان دریافت کرد؟‎ 
1 


اگر پولینوم Р(х) = 2х+3х°=х?-5‏ 2 1 
بالای (х—2)‏ تقسیم شود. „Уу‏ 
4 


3 
3 11 2 


برای تقسیم پولینوم Р(х)‏ بالای (x-a)‏ تقسیم 5 (Horner's Method) aS‏ یک 
طریقه کوتاہ می‌باشد که به طور عموم برای این اهداف از OT‏ کار گرفته می‌شود. 

1 - یافتن قیمت پولینوم برای قیمت‌های مختلف . 

2 برای یافتن جذر ناطق معادله 0 = .P(x)‏ 


3 برای تجزیه افاده‌های الجبری. 
مثال1: اگر پولینوم 18+ ×33- Р(х) =4х'+12х° –13х°‏ را بالای (х+4)‏ 


تقسیم نماییم» بدون انجام Мше‏ تقسیم توسط تقسیم تر کیبی خارج‌قسمت Quotient)‏ و 
باقی‌مانده Remainder)‏ را دریابید. 


х+4=0 


x--4 
سس او‎ 4 12 -13 -33 18 -4 
سطر دوم‎ -16 16 | -12 180 
سطر سوم‎ 4 д 3 -45 8 
و باقی مانده 198 می‌باشد به این مفهوم که:‎ 4x? 4 +3x — 45 خارج‌قسمت‎ 
Р(х) = (x +4)(4x° - Ax? +3x -45) +198 
عملیة فوق را در قدم‌های زیر نشان داده می توانیم: اعداد سطر اول ضریب‌های مقسوم می‌باشند‎ 


که نظر به توان X‏ به طور نزولی ترتیب شده‌اند. 
1. عدد 4 از سطر اول به سطر سوم پایین شده است. 


эде 2‏ 4 در )04 ضرب شده که C16)‏ می‌شود و(16-) در سطر دوم زیر عدد 12 نوشته 
فان الگ 

3 حاصل‌جمع اعداد 12 و C16)‏ را که СФ)‏ می شود در سطر سوم می نویسیم. 

4 عدد C4)‏ را در (4-) ضرب که 16 می شود و در سطر دوم زیر عدد 13- نوشته‌شده 
است. 

3 حاصل‌جمع اعداد 16, )13-( که 3 می‌شود در سطر سوم نوشته شده است. 

6 حاصل‌ضرب 3 و C4)‏ که )12-( می‌شود در سطر دوم زیر عدد 33- نوشته شده است. 
7 حاصل‌جمع(33-) و C12)‏ را که 45- می شود در سطر سوم نوشته شده است. 

8 حاصل ضرب(45-) و C4)‏ که 180 می‌شود در سطر دوم زیر عدد 18 نوشته شده 
است. 

9 حاصل‌جمع 180 و 18 که 198 می‌شود در سطر سوم قرار گرفته کہ 8 باقی‌مانده و 
Дх? - Ax? + 3x — 45‏ خارج قسمت می‌باشد. 

Q(x) = 4x? - 4х? -3x -45, R=198 

Р(х) = (4x? – 4x? +3x - 45)(х + 4) +198 


باقی‌مانده T‏ (خارج KOS‏ (مقسوم عليه)- مقسوم 
فعالیت 


توسط انجام Ме‏ تفسیم خارج قسمت و BL‏ ماندۂ سؤال فوق را دریابید. 

مثال2: توسط تقسیم ترکیبی و انجام Alae‏ تقسیم خارج‌قسمت و باقی‌مانده عملیه تقسیم 
(4x* - 5x? + 2 -3) + (x -2)‏ را دریابید. 

به یاد داشته AU‏ عوض ضریب‌های حدودی که وجود ندارد صفر می نویسیم b‏ به عبارت 


دیگر؛ پولینوم را به شکل پولینوم LS‏ به طور نزولی ترتیب می‌نماييم. 


4 0 5 2 =3 2 
8 16 22 48 
4 8 11 24 45 


Ades Ve‏ تقسیم را انجام می‌دهیم. 


4x^ SK ٦ X 2 
— 4x* F 8x? 4x? + 8 +11х +24 

Өх SK 
- 8 F 16x? 

11x” + 2x 

—11х°+22х 

24х – 3 
- 24х 8 


45 4х? + 8×2 +11х +24 خارج قسمت‎ 

٦٣ہ‏ مي‌باشد. 

مثال3: توسط تقسیم ت رکیبی خارج قسمت و باقی‌مانده 

(x? -x° + 277 -28( +(x +3)‏ را دریابید. 

x!-x/ «27x! - 282 x! -0-x* -x° € 27x? €0: x -28 : {> 


O -1 27 0 —28 =‏ 1 
х+3=0‏ 27 9— 24- 9 3- 
х=—3‏ ]- 9- 3 8 3- 1 
خارج قسمت و9 x SX‏ و باقی‌مانده )71( می‌باشد. 


مثال 4: توسط تقسیم تر کیبی خارج‌قسمت و باقی‌مانده را دریابید. 
(Qt —7t —2t-14) + (2t -3)‏ 


41-8 - 25 خارج مت نیست؟؛ بلکه خارجقسمت (t —2t—4)‏ می‌باشد. 
مثال 5: توسط تقسیم تر Synthetic division) S‏ خارج (quotient)...‏ و 
باقی‌مانده remainder)‏ را دریابید. 


(4V? -2V* + 5( + )۷ -5( 


پس 90+ 18۷+ Q(x) 2 4v?‏ و 455 = R‏ می‌باشد. 
فعالبت 
توسط تقسیم تر کیبی» باقی‌مانده و خارج‌قسمت را دریابید. 
(x? +6x° —5x* + 56 -15( + )۴-3(‏ 


برای تقسیم پولینوم Р(Х)‏ بالای (X-a)‏ مقسوم را به شکل پولینوم مکمل به طور نزولی ترتیب 
я‏ بدون اجرای АЛАР‏ تقسیم توسط تقسیم ت رکیبی خارج قسمت و باقی‌مانده را به 
دست می‌آوریم که درجة خارج‌قسمت به اندازۂ S‏ از у>‏ 55 مقسومعليه کم می‌باشد. 


NE wi 
دمرین‎ ( K | 
توسط تقسیم ت رکیبی» خارج‌قسمت و باقی‌مانده را دریاہید.‎ -1 


(10x? + 2+ 1(+ (x [( (2x? - 7x? —2x + 12( + (2x - 3) 
(5x -3×+7(+)۴+4( (6x? -15) + (Ax +9) 
(6p' + 2p* -2+20(+ (p) 

2- توسط تقسیم ت رکیبی باقی‌مانده و خارج‌قسمت‌ها را دریابید. 
(y? -17y! -9( + )-3( ; (4x? -2x? 45) + (x —5)‏ 


(Ву (а) 


С 


VT‏ به کمک تقسیم ت رکیبی می توانید 
بگویید که )3+ (x‏ یک فکتور پولینوم =n‏ 6 - 5 - 2 ۲ 1 
Na е.‏ 1 


+9х? + 275+7‏ کی باشد؟ 


مثال1: توسط تقسیم تر کیبی نشان دھید که (x-1)‏ یک فکتور پولینوم 
P(x) = 2x“ =x =x +x]‏ می‌باشد. 


چون 0 = ۸ است؛ پس (1--5)یکك فکتور این پولینوم می‌باشد. 
و یا این کە: 
2x* =x? -x° +× -1< )-1()2 +x? +1)‏ 
و یا توسط قضیه باقی‌مانده: 
(у=? ah SF Eq‏ 
مثال2: (x +10) LT‏ یک فکتور پولینوم 150- х? +3x°‏ باشد و یا خیر؟ 


0- 
150— 0 و 1۳ 


-10 70 —700 
1 —7 70 —850 
х? +32 -150 فکتور پولینوم‎ (х+10) پس‎ (R z 0) می‌باشد‎ R = —850 چون‎ 


نمی باشد. 
مثال3: قیمت پولینوم P(x) =3х*—12х^+25+5х‏ را برای 2 = × توسط تقسیم 


تر کیبی دریابید. 
حل: در اول پولینوم Р(х)‏ را به طور نزولی ترتیب می کنیم. 


P(x)23x? -12x? 45x +25 
3 = 9 2 | 2 


6 em p 
3 =@ =7 لا‎ 


ак л М у= її у 
فعالیت‎ 


توسط تقسیم ترکیبی قیمت پولینوم 5+ ×10+ P(x) 2x! -x°‏ رابرای эх=1‏ 
х=)‏ دریابید. 


مثال4: توسط تقسیم ترکیبی نشان دهید که )4 (r‏ یک فکتور 256 - ۲ می‌باشد. 
حل 0۰۲-6 + 0۰۲۶+ 0۰۳+ کر - 256 - کم 


1 4 16 64 0 


Q(x) =r - 4r? +16r + 64 
R=0 


درنتیجه )4 — (т‏ یک فکتور 256 r‏ می‌باشد. 


зц‏ ۷و 42 + у‏ جذرهای دیگر این 


معادله را توسط تقسیم تر کیبی دریابید. 


حل 


خارج‌قسمت x? +5x+6‏ می‌باشد. 
x? +4x’ ЕЕЕ x +6)‏ 
х®+5х+6б=0‏ 
(x +3)(х+2)=0‏ 
х=—3 х=—2‏ 
دو جذر So‏ این معادله 2 - و 3- می‌باشند. 
توسط تقسیم تر کیبی می توان فکتور و قیمت یک پولینوم و نیز جذر یک Uol‏ پولینومی را 
درافت کت اک پولینوم Р(Х)‏ را بالای (X-a)‏ تقسیم نماییم و (R=0)‏ باشد(5-2) یک 
فکتور پولینوم POX)‏ است و عدد (а)‏ جذر معادلة پولینومی Р(х)=0‏ می‌باشد. 


بج لم 


(х+1)‏ یک فکتور پولینوم 2+ ×+ 2×2 - x!‏ می‌باشد. 

٥‏ (0,1-) یک فکتور s ٤‏ می‌باشد؟ چرا؟ 

3- توسط تفسیم ت رکییی قیمت پولینوم Gy? +y‏ - ر - 6را برای 6= y‏ دریابید. 
ote 51-4‏ )1( یک جذر معادلۂ 0 = 8+ ×10- ”×+ X^‏ باشد جذرها دیگر این معادله 
را توسط تقسیم ت رکیبی دریابید. 

5-اگر عدد( 2-( یک جذر x) + Ax? +[ +8 = 0 Vole‏ باشد به کمک تقسیم 


تر T‏ قیمت K‏ وا در ابد 


babl e‏ الجبری به سه نوع می‌باشد. babl‏ الجبرى ناطقء افادة الجبری غير ناطق و افادة 
الجبری پولینومی. مونوم عدد. یک متحول‌یاحاصل‌ضرب یك عدد و یک یا چندین متحول 
می‌باشد. 

ө‏ حدودی که متحولین و درجه‌های‌شان عین pe‏ باشند حدود (Like terms) alive‏ نامیده 
می‌شوند؛ مثل: ЕСА‏ در ما 

° پولینوم عبارت از 52081 الجبری یک b‏ چنده حده می‌باشد که توان‌های حرف‌هاشان در 
ست اعداد مکمل شامل باشند. 

e‏ درجه یک پولینومی که از یک حرف (متحول) تشکیل شده باشد عبارت از yp‏ گترین توان 
این حرف می‌باشد و اگر پولینوم از چند حرف تشکیل شده باشد درجة مونومی که بزرگترین 
توان را داراست عبارت از درجة پولینوم می‌باشد. 

e‏ به فکتور عددی (Numerical Factor)‏ یک حد. ضریب می گویند؛ طور مثال: در 
dea‏ ریت ی انت 

e‏ تمام اعداد ثابت پولینوم‌ها اند که به نام پولینوم‌های ثابت یاد می‌شوند که درجة پولینوم‌های 
ثابت صفر است. اما درجه پولینوم صفری تعریف نشده است. 

* پولینوم‌هایی که دارای یک متحول باشد و ضرایب حدود مشابه آن‌ها با هم مساوی باشند 
به نام پولینوم‌های معادل یاد می‌شوند. 

° قیمت یک پولینوم عددی است که در نتیجۀ وضع کردن قیمت داده شده متحول در 
پولینوم به دست می آید. 

٭ اگر یک پولینوم از بزرگترین توان متحول تا эде‏ ثابت تمام حدود را داشته باشد به نام 
پولینوم مکمل و اگر یک یا چند حد نداشته باشد به نام پولینوم ناقص یاد می‌شود. 

SI‏ یک پولینوم از کوچکترین توان متحول تا بزرگترین توان متحول ترتیب شود پولینوم 
منظم صعودی و اگر از بزرگترین توان متحول تا کوچکترین توان ترتیب شود به نام پولینوم 
منظم نزولی یاد می‌شود. 

٭ در Alec‏ جمع پولینوم‌هاء حدود مشابه (Like terms)‏ با هم جمع و در عملیة GE‏ 


АУЕ‏ مفروق تغییر می کند و متباقی مراحل مثل Ае‏ جمع» به انجام رساندہ می‌شود. 
(معکوس جمعی مفروق با مفروق‌منه جمع می‌شود). 

٭ در عملیه‌های جمع و ضرب پولینوم‌ها خاصیت‌های تبدیلی و اتحادی و نیز خاصیت توزیعی 
ضرب بالای جمع صدق می کند. 

٭ در dhe‏ ضرب پولینوم‌ها می توانیم مونوم را در مونوم» مونوم را در پولینوم و یا پولینوم 
را در پولینوم ضرب کنیم. 

e‏ به همین ترتیب در عملیة تقسیم پولینوم‌هاه می‌توانیم مونوم را بر مونوم» پولینوم را بر مونوم 
و یا پولینوم را بر پولینوم تقسیم نماییم. 

٭ اگر پولینوم POX)‏ بالای (X-a)‏ تقسیم شود به اساس 485 باقی‌مانده» باقی Р(а)‏ 
مساوی می‌باشد. 

* اگر پولینوم (xa) SUPE)‏ تقسیم شود و باقی‌مانده صفر شود (x-a)‏ یک فکتور 
پولنیوم Р(х)‏ می‌باشد. 

° به اساس معکوس قضیۂ فکتورں اگر (x - ٥(‏ یک فکتور پولینوم М(х)‏ باشد؛ پس 
P(c) 20‏ است و C эде‏ جذر معادله پولینومی 0 = M (x)‏ می‌باشد. 

ө‏ توسط تقسیم ت رکیبی می توان پولینوم PO)‏ را بالای (x—a)‏ تقسیم نمود» خارج‌قسمت 
و باقی‌مانده را به دست آورد و نیز توسط تقسیم ت رکیبی در یک قیمت oala‏ شده متحول» 
قیمت پولینوم P(X)‏ را نیز دریافت کرده می‌توانیم. 

٭ توسط تقسیم ت رکیبی جذرها Ule‏ پولینومی 0 = P(X)‏ را می‌توان دریافت کرد. 

e‏ توسط А28‏ باقی‌مانده می‌توانیم افاده‌های الجبری را نیز تجزیه کنیم. 


1 - قیمت le‏ دربابید در صورتی u$‏ 
اگر (х+5)‏ یک فکتور پولینوم Р(х)=х*+Кх+125‏ باشد. 
0 اگر (x-1)‏ یک فکتور پولینوم Q(x) 22x! - 3x? - x - 2k‏ باشد. 
(x -2) #\с‏ یک فکتور پولینوم Р(х) = х? + 37 - +k‏ پاش 
2 - توسط تقسیم ترکیبی خارج‌قسمت Quotient)‏ و باقی‌مانده Remainder)‏ را در 


یابید. 
(x? +4x* +x’ -3x - 28) + (x - 4) , (5x'-6x^--3x-4)* (x44)‏ 


(30x^ - 20x? -100x +1000) + (x -10) , (10x? ~31x+24)+(x-=) 
یک فکتور پولینوم‎ (x — 1) توسط قضیۂ فکتور نشان دھید که‎ - 3 
می‌باشد.‎ Р(х)=х*—4х°+х+2 


1 
Lug - 4‏ 4.25 فکتور نشان دهید euer‏ — فکتور پولینوم 2- р(х) =x‏ 


DE 
Ip 
را توسط تقسیم ت رکیبی‎ P(x) 5x! +х—9 پولینوم‎ ced باشد‎ xo, اگر‎ - 5 
دریابید.‎ 
)ما گے و گے‎ ٦ ۰۳" +٦ 216 
с — پوسوم‎ 
دریابید.‎ 


7- توسط تقسیم ترکیبی OUS‏ دهید که З эде‏ یک جذر Uola‏ پولینومی 

0= 3- ×+ 367 - × می‌باشد. 

8 - سط 425 فکتور OUS‏ دهد که اعداد 1-و 2 جذرهای معادله 4=0+ x —5x^‏ 
می‌باشند. 

9 - قیمت ٤ا‏ را توسط تقسیم ترکیبی دریابید در صورتی که (3 +۲) یک فکتور پولینوم 


ASL P(x) 23x? + Кх? - 22x + 24 


10 توسط تقسیم تر کیبی خارج قسمت و باقی‌مانده را دریابید. 
(4x* -5x”+2x-3(+)x-2() (x?°-x°-14x+11)+(x-4)‏ 


(7x* + A1x? —6)+(x+6) (5x? -3x - 7) - (x +4)‏ 
11 قیمت‌های C 9b‏ را در صورتی دریابید که: اگر پولینوم 
—3х+2 ,UP(x) =x" + 6× - 20×2 +bx+c‏ تقسیم کنیم و باقیماند صفر شود. 
12 قیمت m‏ را دریابید در صورتی کہ: اگر پولینوم 4+ k(x) = 2× + 5×2 -mx‏ 
بالای (1- +2х‏ ) تقسیم شود باقی‌مانده صفر شود. 
3 - گر L = 16 + b(x -1( -3b(x - 1)? 5k 23a(x -1( -a(x-1)-4‏ باشد 
Kb+La‏ را دریابید۔ 
a- 4‏ کدام قیمت X‏ پولینوم 5+ ×+ ×13- ×3+ *×12= (×)۴ SYL‏ 
(3x° -1(‏ پوره قابل تقسیم می‌باشد؟ 
5 -به کدام قیمت P‏ پولینوم 3х? - 7х? -9x + P‏ = ()>1بالای )13— (x‏ پوره قابل 
تقسیم می باشد؟ 
6۔اگر پولینوم 1- 36+ (2х+1) CYL Р(х) 22x! -x°‏ تقسیم گردد بدون انجام 
دادن АДЫР‏ تقسیم می توانید بگویید که Sl‏ ماندہ چند خواهد بود؟ 
a)-3 bre c)3 We‏ 
17 قیمت 0 راء در صورتی دریابید که: اگر پولینوم P(x) = 5х? +6х—7‏ بر 
(x + m)‏ تقسیم شود باقی‌مانده (D)‏ باشد. 
за‏ دا درست اند b) = c)-4 q)‏ 8(2 
8-اگرپولینوم 8- CYL P(x) =x? +3x? -5x‏ (3 + ) تقسم گردد بدون انجام دادن 
Мше‏ تقسیم بگویید که با قی‌مانده چند می‌باشد؟ 


a) i b) 13 c)— 23 d)7 
Са اور ا و " 2 — ا د ع ای لی رد‎ 9 
a: x2yz + و‎ + 3xyz? biox? ہے‎ + 


20 - توسط e‏ تر کیبی» قیمت‌های پولینوم‌های زیر را برای قیمتھای داده شده X‏ 


دریابید: 


P(x) = 2x? S -2x +5 EX 
P(x) 23x? + 4x? - 5x +6 , x=-l 
P(x) = 2x* -5x! - 48-1 ES 


Р(х)=4х*+6х?+х?+х-3‚ х=-2 


Kes - 21‏ جذر معادلات زیر داده شده‌اند. توسط تقسیم ترکیبی» جذرهای دیگر این 


"0009 8 8 ٤ х? -3x?+x-3=0 
می‌باشد.‎ CT) ST یک جذر‎ x? —5x?+7x+13=0 
aU J í х®—5х°+4=0 


х*®—х?—9х°—11х-4=0‏ یک جذر C1) OT‏ می‌باشد. 

P(x)-0 22‏ باشد imos‏ پولینوم Р(х)‏ چند است؟ 

a)1 b)-1 C) à d) تعریف نشده است‎ 

23 از مساحت مستطیلی کہ ابعاد (x+5) OT‏ و (х+2)‏ می‌باشد مساحت مستطیل را 
تفریق کنید که ابعاد (х+3) oT‏ و (х+1)‏ باشند. 


4-اگر А = Jp(p-aXp - b(p-c)‏ و с=12,Ь=5 , a=13‏ و 


21918 م باشد قیمت ھ را دریایید. 
x Pax +bx +c s (x-1) 1-25‏ پولینوم‌های معادل باشند قیمت D‏ مساوی است 
به: 
b)3 c) -3 d) -1‏ 1 (2 
26 - حاصل افادۂ ) 2 0+ مساوی است ے: 
а—1 а—1‏ | 
= و نک а) а(а+1) b) а(а—2)‏ 
۹ ۹ 


27 - حاصل ضرب (Ух + Jy Vx - ۰/۷ (6 +y)‏ مساوی است به: 
b) x” +2 с) 2x*-y а) x-y‏ 


2 


a) x?-y 
ترتیب و نیز درجه‌های‎ (Descending Order) پولینوم‌های زیر را به طور نزولی‎ - 28 
آنها را معلوم کنید:‎ 


а) —5х°+3х°* +9 b) -x'-«xy'z -x c) 3 
مساوی است به:‎ ODES Q(x) =x? + 3-5 در پولینوم‎ 29 


a) 7 b)-7 01 d) -1 


30 - اگر Q(x) = 2х? + 32-1 P(x) = x^ -2x+3‏ باشد قیمت افاده‌های زیر را 


دریابید: 
P(x) -Q(x) P(0) + Q(0) P(D) -Q(-I)‏ 
P(x) - P(x) [P(x) + Q(x)] + р(х)‏ 
31 پولینوم‌های زیر را نظر eye‏ طور نزولی ترتیب نمایید: 
4x^y - 3xy? + x? + y? 4xy? -3x!y -2x/y? +x +y’‏ 
32 در افاده‌های الجبری زیں پولینومھاء افاده‌های ناطق و غیرناطق الجبری را OUS‏ دھید. 
V2x 0‏ 13 
3x? 1 aa v‏ 
т тае y‏ 3 
3 - حاصل افادۂ )4+ (8x -5 - 2x?) - (7x - 5x‏ +(3×2+×1+2)مساوی است 
به: 
d) 2‏ | ات ھ7 a)l‏ 


34 حاصل „ә‏ دو افادۂ الجبری (а? b? + c° —3abc)‏ می‌باشد؛ اگر یک افادۂالجبری 
(a+b +c)‏ باشد dll‏ دیگری را معلوم AS‏ 


35= خارج‌قسمت‌ها را دریایید. 
(12x* +3x? -13x* +x +5)+(3x*-1) (a? +b*)+(a+b)‏ 


(4x? -10x? +12x +6) + (2x +1) (а? —b’)+(a—b) 
XE -m° 
x тї? 
ALS ضرب‎ - 36 
2x 2x Ma ا‎ 
(a^ -2)(a^ —2) о 
(е* +1)(е* —1) (m? —2n^)(2m" —n7) 


(0.1x^)(0.1x^)(0.1x?) Qim mn)2- mn) 


7 - افاده‌های زیر ۳ ساده و جمع کنید. 


(а—1)+1—(а—1)—3 —(10mn — m) - (m? + m) -m? 
(y VO =) [-4(a-b)—-5]+[G@a+b)—-(a-b)] 
10[-{-(x° -1)+5}- x(x —2)] 10(х +1) - (x +]) —3(x +2) 
mn —4+шп—5 
حدہ) داده شدۂ زیر صفر می باشد؟‎ ER) درجه کدام مونوم‎ 8 


a) x b) V2 x c) J2 


AL. 
۸ 


٭ جورۂ مرتب (a,b)‏ در کدام صورت با 
جورۂ مرتب (Cd)‏ مساوی شدہ می تواند؟ 
٭ یا جورۂ مرتب (2,0) با جورۂ مرتب 
(b.a)‏ مساوی می باشند؟ 


اگر 8 و نا عناصر یک ست و یا عناصر ست‌های مختلف باشند و 8 را عنصر اولی و D‏ را عنصر 
دومی قبول کنیم در این صورت (аЬ)‏ را جورۂ مرتب می گویند و (8,تا) نیز یک جورۂ 
مرتب می‌باشد که (a,b) z (b,a)‏ است» در صورتی دو جورۂ مرتب (2,0) و(0,»)مساوی 
شده می توانند که a=c‏ و 0-0 باشد. 

مثال 1: اگر (1,3) = )1+ 2,۷ - tbl (x‏ قیمت‌های эх‏ را دریابید. 

حل 


у+1=3 х-2 =] 


فعالیت 
اگر (1-,0) = (а +1,2Ь—3)‏ باشد قیمتھای b за‏ را دریابید. 


مستوی کار تیز 22 (Cartesian Plane),‏ 

دو خط عمودی و افقی را رسم کنید و نقطد تقاطع WOT‏ را به نام مبداً Origin)‏ بنامید خط 
افقی را محور X‏ و خط عمودی را محور Y‏ می گویند. 

محور X‏ رابه ХОХ‏ محور Y‏ رابه olis YOY‏ دهید. 

هر دو محور مستوی را به چھار حصه مساوی تقسیم می کند که هر حصه oT‏ را ربع (Quadrant)‏ 


می گویند که به خلاف حر کت à де‏ ساعت (Anti clockwise)‏ به ترتیب عبارت از ربع Jal‏ 
دوم سوم و چهارم می‌باشند» طوری که در شکل مشاهده می شود. 


موقعیت P Ala‏ در این مستوی توسط جورهة مرنب اعدادحقیقی (х,у)‏ طوری نشان داده 
می شود که Lal X‏ افقی نقطة ۳ از محور Y‏ بوده» در صورتی که loby‏ عمودی 42 P‏ 


واقع باشد قیمت × منفی می‌باشد؛ اگر P àz;‏ به روی محور Y‏ واقع باشد 20 × می‌باشد. 
همچنین اگر نقطة ‏ بالاتر محور X‏ واقع باشد قیمت ¥ مثبت و اگر پایین‌تر از محور glo X‏ 
باشد قیمت y‏ منفی ((>۷) باشد. у‏ 

که به طور خلص در شکل نشان داده شده‌اند. 


Р(х,у) می گویند که در‎ (Cartesian Coordinates) و را مختصات کارتیزینی‎ x 
(Ordinate) به نام ترتیب‎ LY و عنصر دومی‎ (abscissa) عنصر اولی یا × را به نام فاصله‎ 
از )0,0( می‌باشد. واضح است که برای هر جورۂ مرتب‎ xe کنند. و‎ у 
در مستوی و برای هر نقطه از مستوی یک جوره از اعداد‎ (KY) اعداد حقیقی یک نقطۂ‎ 
حقیقی ارتباط دارند.‎ 

مثال2 N(5,0),T(0,2), K(-2,4), P(-3,-5) ku;‏ و 65M(-6,0)‏ در مستوی 
کمیات وضعیه تعیین کنید. 

K(-2,4)¢ 1 


(0,2) 


M(-6,0) |O N(5,0) 


2۳-34 


Uo‏ 3: برای هر نقطه که در شکل زیر نشان داده شده است جورۂ مربوطه OT‏ را بنویسید. 


نقاط )2,0),(21),(—2,—1),(—1,2),(2,—1( 2 (0,1) را در مستوی کمیات وضعیه مشخص 
" 


СС‏ تمرین 


1 -اگر 4540.25 م مثبت و ترتیب P Abi‏ منفی باشد. p Фа‏ در کدام ربع واقع است؟ 
2 - اگر چهار رأس یک شکل Syke‏ از C(-3,-3), B(-3,3), A(3,3)‏ و D(3,-3)‏ 
باشند این شکل کدام شکل هندسی می‌باشد؟ 
3-مثلتی که سه راس В(0,2),А(2,0) oT‏ و С(0,0)‏ باشد در مستوی کمبات وضعيه 
رسم LST‏ و بگویید که این چه نوع مثلث است؟ 
4 - نقاط Р,(1,5),Р,(—3,2),Р,(2,—3)‏ را در مستوی کمیات وضعيه تعیین AES‏ 
0 9 جوره‌های مرتب ذیل در کدام ربع واقع اند؟ 
٦‏ )1,5( 
, )4,—6—( 


1 1 
o D Cae 
11 
(2 2? z , (2,0) 
(0,—1) 


LT‏ در شکل مقابل Ax‏ را نشان داده 


Е 


اگر (۸)1,2,3 و 25( АСОВЕ‏ 
Ax B‏ را دریایید. 
تعداد B pels‏ × ۸ را دریابید. 
AxB=BxA LT‏ می‌باشد؟ 
LT‏ ۸ × ۸و Bx B‏ را دریافت کردہ می توانید؟ 


$1 اھ و ظ دو ست غیر Je‏ باشند 13 * ۸ طور زیر تعریف شده است: 
АхВ = ))<,((× e A ^y eB}‏ 

بدین معنی که حاصل‌ضرب رط ×۵( عبارت از ستی می‌باشد که عناصر OT‏ جوره‌های مر تب KY)‏ 
می‌باشند X AS‏ عنصر ست ۸و 7عنصر ست باشد. اگر AXB#BxA cA zB‏ 
می‌باشد. 
اک [изди‏ ت a A‏ 00ر ОА‏ عاص ست 28 داد داده شرت نمداد Pate‏ 
AxB‏ عبارت از (mxn)‏ می‌باشد. 
مثال 1 اگر }0,1,2{ = А‏ و }3,4{ = В‏ باشد AX A Bx A, Ax B‏ را دریابید. 
حل 

A x B = {0,1,2} x {3,4} = ))0,3(,)0,4(,)1,3()1,4(,)2,3(, (2,4)} 

ВХА = {3,4} х {0,1,2} = {(3,0), (3,1), (3,2)(4,0), (4,1), (4,2); 
Ax A = {0,1,2} x {0,1,2} = {(0,0), (0,1), (0,2)(1,0), (LD, (1,2), (2,0), (21), (2,2)} 


فعالیت 
اگر A={-4,-1,0}‏ و )14 В=‏ باشد AxA,AxB‏ و 8×8 را در A‏ 


مثال2: اگر )...1,2,3( = IN‏ و )0( = L‏ ون 


حل 
INxL = ))1,0(,)2,0(,)3,0(,)4,0(...[ = {(x,0)/x e IN}‏ 


مال3: 32 }...1,2,3{ = IN‏ و ...0,1,2,3) = W x IN t W‏ را در بابید۔ 
حل 


W x IN = {(0,1), (0,2), (0,3),..., (11), (1,2), (1,3),..., (2,1), (2,2).....} 
—-((x,y)/xewAyeIN) 


(Graph of Cartesian Product) بنی‎ jı گراف حاصل ضرب کار‎ 

می توانیم حاصل ضرب کارتیزینی را در مستوی کمیات وضعیه نیز OUS‏ دهیم. 

مثال4: اگر }1,2,3{ = B= {4,5} зА‏ باشد B‏ × ۸ را دریابید و در مستوی کمیات وضعیه 
نشان دهید. 


حل 
A x B = {(1,4), (1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5)}‏ 


به روی محور × اعداد 3 و به روی محور Y‏ اعداد 4و 5 را تعیین می‌نماييم. از 3,2,1 
خطوط عمود و از 4 و5 خطوط افقی را رسم می‌نماييم. نقاط تقاطع این خحطوط جوره‌های 


مثال5: اگر ۸0127 )23,4( B=‏ باشد 13 ۸۰ رخ Bx‏ را دریابید و درشکل مشخص 

КЕ 
A xB = {1,2} x {2,3,4} = (0,2), (1,3), (14), (2,2), (2,3), (2,4) Í 
Bx A = {2,3,4} x {1,2} = {(2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (4,D), (4,2)} 


AxB BxA 
و‎ A={x/xeIR,0<x > 3 =[0,3]} 516 Jie 
را در شکل نشان دهید.‎ Ax Bust B={y/yeIR,0< y<2=[0,2]} 


حل 


АхВ = {(х,у)/0<х<3л0<у<2} 


اگر )12{= А‏ و }3,4{ B=‏ باشد AxB‏ ,3521 و در شکل نشان دهید. 


+۷" 24 و‎ A= ЕИЗ 
i) B={2,3} و‎ A-(-LI) 
نشان دهید.‎ [RS را دریابید و در‎ Ax باشد‎ 
را دریابید و درشکل نشان دهید.‎ ВХА شده‌اند‎ osla برای ست‌هایی که در سؤال اول‎ - 2 
رادرباید.‎ АХА باشد‎ A= (09,31 اگ‎ — 3 
را‎ ВхВ و‎ AxA,BxA,AxBust B= )1,3,5( و‎ А = {2,4,6 اگر‎ - 4 
دریابید.‎ 


یک رابطه می‌باشد. 


ستی که از جوره‌های مرتب اشیا و مفاهیم تشکیل شده باشد عبارت از رابطه است یا اگر „А‏ 
В‏ دو ست „è‏ خالی (non empty sets)‏ باشند. پس هر ست فرعی × ۸ یک رابطه 
است ار ДЫ усл‏ 
(a b)eR fi‏ باشد می گویند که bla‏ رابطه دارد و به شکل ARD)‏ نوشته می‌شود؛ اگر 
R‏ یک رابطه از ۸ در B‏ باشد» پس RCAxB‏ می‌باشد و اگر R‏ ست فرعی از ۸ × ۸ 
٣‏ در A‏ است. 
مثال 1: اگر А = {х,у}‏ و (1,2) = 13باشد Ax‏ را دریابید و چهار رابطه را از A‏ در 
ات سا 
حل 
AxB=1(x,)),(x,2),(y,D),(y,2);‏ 
К, = {(xD, (x,2)}‏ 
К, ={(у1)}‏ 
К, = {(y,2)}‏ 
К, = {(х,1),(у1)}‏ 
که عناصر АХВ‏ چهار می‌باشد و تعداد تمام ست‌های فرعی L AXB‏ تمام روابط از A‏ در 
B‏ عبارت از 216 24 می ‌باشد پس تعداد تمام روابط از A‏ در B‏ مساوی به 16 می‌باشد. 
مثال2: اگر (1,3,5,...19) = А‏ که تعداد عناصر ۸ مساوی به 10 می‌باشد و (2,4,6) = В‏ 
که تعداد عناصر В‏ سه می‌باشد مجموع تمام جوره‌های مرتب LAX B‏ تعداد AxB pole‏ 
عبارت از 30 < 10×3 می‌باشد و تعداد تمام رابطه‌ها از ۸ در 8 عبارت از 220 می‌باشد. 


متوجه Wh‏ بود که: ۵ و B‏ ×۸ در ست‌های فرعی fold‏ می‌باشند. 
مثال 3 اگر }1,2,3{ = A‏ و {a,b}‏ = 8 باشد سه رابطه را از A‏ در بنویسید. 


A xB = {(La),(1,b), (2, a), (2, b), )3,2(, (3, b)} حل‎ 


К, =1(La),(l,b),(2,a),(3,a),(3,b); 
К, = 1(1,6),(2,а), (3,а), (3, b)} 
К, 3 {(2,a), (2,b), (3,a)} 


فعالیت 


DR pele cast А = {1,2,3,4 یک رابطه در‎ R = {(х, у)/х+ y 25)) اگر‎ 


مثال4: اگر ={(х,у)/х-у=2}‏ ۸ یک رابطه در }1,2,3,4{ = ۸ باشد» pole‏ ۸ را 

حل: ((4,2) ,(3,1)) = R‏ می‌باشد. 

ناحية تعریف (Domain)‏ و ناحية قيمت‌های (Range)‏ یک رابطه 

می دانیم اگر ‏ یک رابطه از A‏ در B‏ باشد پس ۸×8 RC‏ می‌باشد» بدین معنی که 

К‏ یک ستی Cul‏ که عناصر ОТ‏ جوره‌های مرتب (KY)‏ می‌باشند؛ طوری کہ ھ2 × و 
B‏ 7 می‌باشد. 

olis Dom, عبارت از عناصر اولی جوره‌های مرتب می‌باشد و به‎ R il) تعریف‎ dob 

داده می شود؛ همچنین 42-0 قيمت‌های pole К abl, (Range)‏ دومی جوره‌های مرتب 

می‌باشند و 4 Range,‏ نشان داده می‌شود. 

مثال 1: اگر (1,2) = A‏ و B = (x, y]‏ باشد و ۸ یک رابطه از ۸ در Atl B‏ اول عناصر این 


رابطه را بنویسید؛ سپس ناحیة تعریف( (Dom,‏ و ål‏ قیمت‌ها( Range,‏ )را بنویسید. 


К = {(1,х),(2,х),(1,у),(2,у)} 

Dom, = {1,2} و‎ Range, = {x,y} 

مثال2 اگر رابطۂ (13- R = ))×,۷(/ ×2 +y‏ در ست )2123 ,3( = A‏ تعریف 
شده باشد. اول عناصر (R) daly‏ را به صورت جوره‌های مرتب بنویسید. 

بعد dot‏ تعریف Dom,‏ , 4,2-5 قیمت‌های( (Range,‏ را تعیین cus‏ سپس گراف oT‏ را 

رسم 457 

R= ))-3,-2(, )۳۰ یی‎ 07+ ی٣‎ (3,2)} 

Dom, = (-3,-2,2,3! 

Range, = (-3,-2,2,3] 


اگر dob AUR = (x, y)/ y = 2x}‏ تعریف R‏ عبارت از }0,4,8{ باشد ناحیة قیمت‌های 

R‏ را تعیین کنید. 

(Inverse of a Relation) معکوس یکت رابطه‎ 

اگر ۸ یک رابطه از A‏ در 8 باشد معکوس R‏ که به صورت RT‏ نشان داده می شود عبارت 

R^ = (ux), y) e R) ded 
(х,у)є К e(yx)eR^ 

iot‏ تعریف R‏ عبارت از ¿=u‏ قیمت‌های ' ۸ و ¿>ü‏ تعریف ' R‏ عبارت از ناحیة 

مثال: اگر ((1,2()2,3()3,4)) = ۸ یک رابطه درست اعداد طبیعی باشد» معکوس )421 

шы 4870 


حل 


а 


= 4(2,1)(3,2)(4,3)} 

;401 معادل R dal, «(Equivalent Relation)‏ را در ست A‏ رابطۂ معادل 
می گویند که سه خاصیت زیر را داشته باشند. 

zi‏ خاصیت انعکاسی :(Reflexive Property)‏ برای هر عنصر xe A‏ > )° مرتب 

Vxe A=(x,x)e RL باشد‎ (x,x)e R 

2- خاصیت تناظری (Symmetric Property)‏ از شمولیت (Хуу)‏ در R‏ جورۂ 

Ү(х,у)єК > (у,х)єК باشدء یا‎ PUR در‎ (ух) Gy 

(y 2)eR و نیز‎ (x,y) eR #:(Transitive Property), Juil خاصیت‎ - 3 


(x,y)e RA(y,z)eR Qu z)e Ru ALR نیز شامل‎ XZ) а باشد» در‎ 


مثال 1: Alot,‏ مساوات در ست اعداد حقیقی یک Аы)‏ معادل است: 
1- برای هر × از اعداد حقیقی ×=× می‌باشد 5=5 (خاصیت انعکاسی) 
2 اگر =× باشد. پس ×= می باشد (خاصیت تناظری) 


x=y 51-3‏ و 7-2 باشد. پس 5-7 می‌باشد (خاصیت انتقالی) 


е „А.‏ ا 
С‏ & تمرین 
ВЕ +٤٥) оа‏ 
سه رابطه را از A‏ در Ао В‏ 
چهار رابطه را از B‏ در А‏ بنویسید. 
در ست А‏ چهار رابطه را OUS‏ دهید. 
2- اگر }1,2,3,4{ R= tx, y)y < x} эВ = {1,3,5} 2 A=‏ یکت رابطه از А‏ درظ 
باشد عناصر R‏ را بنویسید. 
1-3 در ست اعداد طبیعی {(х, y)|y +1 = 2x7}‏ = ۸ در ست اعداد طبیعی یک رابطه 
باشد که i=l‏ تعریف oT (Domain)‏ تمام اعداد طبیعی باشند oT (Range)‏ را oes‏ 


(a,b) e‏ :که در UT‏ ترتیب نوشتن اھمیت دارد جورۂ مرتب نامیدہ می شود که A‏ را مختصة 

اول و b‏ را مختصۂ دوم می گویند به طور عموم (a,b) = (b,a)‏ می‌باشد. 

° دو جورهة مرتب (a, b)‏ و (c,d)‏ در صورتی با هم مساوی می‌باشند کە: 0 b= d‏ 

باشد. 

۰ حاصل ضرب کار تیز (aa‏ (د کارتی) دو ست 4 و85 که با olis AXB‏ داده می شودہ این 

طور تعریف کردیده است: Ax B = {(х,у)|хєАлуєВ}‏ 

pole را به 10 نشان دهیم تعداد‎ B ست‎ pele و تعداد‎ m ست ۸ را به‎ pole تعداد‎ S10 

AxB‏ عبارت از mxn‏ می‌باشند. 

٭ می توانیم که حاصل‌ضرب دو (А x B) «B, Ac‏ را در مستوی کمیات وضعيه نیز 

نشان دهیم. 

e‏ رابطه: هر ست فرعی 8 ×4 یک Rl‏ از ست 4 در B‏ می‌باشد. 

Ес АхВ‏ و اگر RC AXA‏ باشد در ОЙ‏ صورت R‏ یک رابطه در А‏ است. 

2" عبارت از‎ А نشان دهیم تعداد ست‌های فرعی‎ n ست 4را به‎ pole تعداد‎ Ka 

می‌باشد. 

Sle‏ تعداد pole‏ ست ۸ را به sm‏ تعداد pole‏ ست B‏ را به 11 نشان دهیم تعداد روابط 

از ۸ در B‏ عبارت کت می‌باشد 

٭ اگر R‏ یک رابط از A‏ در B‏ باشد dot‏ تعریف Dom,‏ عبارت از ست عناصر اولی 

جوره‌های مرتب و ناحیه قیمت‌های (Ranger) LR‏ عبارت از pole‏ دومی جوره‌های 

RO‏ می‌باشند. 

R” را به‎ R معکوس یکت رابطه: اگر+1 یک رابطه از ۸ درظ باشد معکوس رابطه‎ e 
R” = {(у,х)(х,у)є R} 
(х,у) К © (y,x)e R ' 


atr‏ ار ENS‏ ار ار 


К‏ مساوی می‌باشد. 

o‏ رابطه معادل: R‏ را درست А‏ یک رابطةٌ معادل می گویند اگر سه خاصیت زیر را داشته 
پا 

1- خاصیت انعکاسی 2 خاصیت تناظری 3- خاصیت انتقالی 


1۔اگر }1,3,5{ B= {2,4,6}; А‏ باشد ВхА,АхВ‏ و AXA‏ را دریابید۔ 
Jus GE Up en +1 es 80‏ 

(x -2y2x + (= )3,1( 1-3‏ باشد قیمت‌های × و ¥ را دریابید. 
SE EAM ПОША‏ را 
САС а Ву‏ 

CCR KC х2) et, 6‏ تعریف شده باشد گراف 
К ial,‏ را ترسیم کنید. 

IR EC кшт‏ حرف شده اشد کات رال 
R‏ را ترسیم نمایید. 

1-8 رابطه ((3-,2()3-,1(,)2-,1)) = R‏ باشد iet‏ تعریف و dol‏ قیمت‌های RY‏ 
را مشخص کنید. 

9-اگر ((5,ا)(3()1,4,ا)(1,2) = R‏ باشد ناحیه‌های تعریف و iat‏ قيمت‌های R‏ و RT‏ 
را بنویسید. 

else پ۶ ره را تد‎ 0 
liga th 7٦ 

1-اگر دو جورة مرتب (5,3а —4b) (da +1,2b+a)‏ با هم مساوی باشند قیمت‌های 
a‏ وتا را web yo‏ 


А = {a,b,c} 51-12‏ و B= iy)‏ باشد Ax B‏ و4 Bx‏ را دریابید. 


OR D g 
K, y=0, 1, 8, 27 


Input x 
ш , تابع و رابطه باهم فرق دارند؟‎ LT 


Ошри 
f(x) 
ay 


فعالیت 
UT‏ هر تابع یک رابطه و هر رابطه یک تابع می باشد؟ 
LT‏ هر ست. جوره‌های مرتب یک تابع را نشان می‌دهد؟ 
LT‏ می‌توانید تابع را به شکل یک ماشین فک رکنید؟ 

بار اول مفهوم تابع» توسط یک ریاضی‌دان جرمنی به نام (Leibniz) ZJ‏ )1646 - 1716( 
ш‏ 

cal‏ یک رابطه یا قاعده‌یی است که یک کمیت را با کمیت دیگر ارتباط می‌دهد. غرض 
1- مساحت یک مربع (А)‏ با ضلع مربع (X)‏ مربوط می‌باشد. معادله‌یی که مساحت مربع را با 


ضلع wy‏ مربوط می سازد. عبارت از: A= x?‏ می‌باشد. 
ЕО 3 4 5...‏ 
یا مساحت مربع» تابع ضلع مربع می‌باشد یعنی (х)‏ = ۸ 


2- نفوس جهان (p)‏ با وقت (D‏ ارتباط دارد. نفوس ler‏ را در سال‌های مختلف به حساب 
ملیون طور تقریبی در جدول زیر مشاهده کنید: 


0 1990 1980 19601970 1950 19301940 1920 1910 1900 سال (t)‏ 
0 5280 4450 3710 3040 2560 2300 2070 1860 1750 1650 نفوس به میلون (P)‏ 


دیدہ می شود که نفوس (Population)‏ یا P‏ تابع وقت (t)‏ می باشد & p= f(‏ 

3- مساحت (A) o pla‏ با شعاع دایرہ D)‏ ارتباط دارد. r^)‏ 7< ۸4 ) 

v= Sar O مش کاس‎ 11 ٦ 
داده می‌شود.‎ OUS 

از مثال‌های فوق نتیجه گرفته می شود که در مفهوم تابع» ارتباط نقش مر کزی را دارد؛ طور 
مثال: عمر هر انسان با یک эде‏ ارتباط دارد در یک مغازه هر جنس با یک قیمت مشخص 
ارتباط دارد» هر موتر با یک نمرۂ مشخص جوازسیر ارتباط دارد» ومکعب هر озде‏ یک эде‏ 
ما OER‏ 

درمثال‌های فوق مشاهده می شود که مساحت (A)‏ نفوس ‏ وحجم ۷ بالترتیب تابع ضلع 
مربع 0( وقت 0( وشعاع کرۂ (T)‏ می‌باشند که مساحت. نفوس و حجم را متحول مقید 
(dependentVariable)‏ و کمیت‌هایی از قبیل ضلع مربعء شعاع کره و وقت را متحول 
آزاد Independent Variable)‏ گویند. می توان تابع را چنین تعریف کرد: 


تابع در بین دو ست یک رابطه یا قاعدیی می‌باشد» طوری که هر عنصر ست اولی محض با 
یک عنصر ست دومی ارتباط داشته باشد که ست اولی را به نام ناحیة تعریف (domain)‏ 
وست دومی را به نام ناحیة قيمت‌ها (Range)‏ یاد می کنند. 


Domain 


یا تابع عبارت از ست جوره‌های مرتب می‌باشد که عناصر اولی آن تکرار نشده باشند. 
اگر ((1,4()2,3()3,2()4,3()5,4) S=‏ باشد S del,‏ یک تابع را نشان می‌دهد؛ 
زیرا که عناصر اولی جوره‌های مرتب ОТ‏ تکرار نشده اند. 
Domain(s) = {1,2,3,4,5}‏ 
Range(s) = {2,3,4}‏ 


اگرژ(1,4(,)2,3(,)3,2(,)2,4(,)1,5)) = T‏ باشد T VT‏ یک تابع را نشان می‌دهد؟ 
مثال 1: در جدول‌های زیر کدام یک از آنھاء ER‏ تابع را نشان می‌دهد؟ 


ИО) ОШ О) ОШ; 
Domain Range Domain Range Domain Range 
(جذر مربع عدد) (عدد) (مریع عدد) (عدد) (مکعب عدد) (عدد)‎ 

-2 — 8 -2 —.,4 0—0 


и < = 1 1 

0— 0 ы ا‎ 

= 2 

e з ; 4— 5 

— 
جدولآ و TT‏ تابع را نشان می‌دهد. اما جدول HI‏ یک تابع را نشان نمی‌دهد. زیرا که یک 
„ше‏ ست اولی (Domain) L‏ با دو „ше‏ ست دومی Range L‏ ارتباط دارد. یا به 
عبارت دیگر؛ عناصر اولی ست جوره‌های مرتب تکرار گردیده‌اند که جوره‌های مرتب 
Dol‏ , 1) ,(1- ,2,(1 , 2(,)4- , 4) ب(0,0) ,(3, 9) ,(3- ,9( می‌باشد و یا این که 
برای یک „ше‏ ست اول دو تصویر (Images)‏ در ست دوم موجود است. خیلی‌خوب 
خواهدبود که تابع را به شکل یک ماشین فکر کنیم. شکلی که در صفح اول فصل osla‏ شده 
است مواد خام (input)‏ یا Domain‏ و خروجی (output)‏ یا f(x)‏ به نام Range‏ 
oque‏ 
A |‏ و B‏ ست‌های فرعی از اعداد حقیقی باشند هر تابعی از A‏ به 8 به نام تابع حقیقی یاد 
می‌شود. متو جه باشید که: 60101110171 Капвес‏ می‌باشد. 
مثال2 اگر((2,! , olis f = {(-5,3m) , (-5,2m-10)‏ دهنده یک تابع باشد 
قیمت m‏ را معلوم کنید. 
حل: چون 5=—5— است wb‏ 201-10 = 3۳ باشد» درنتیجه 10- m=‏ می‌شود 
بدین معنا برای این که ٤‏ یک تابع باشد باید 10- = m‏ 
باشد. 
مثال 3 کدام‌یک از دیا گرام‌های زیر یک تابع را نشان 


می‌دهد؟ 


SEE ~ 

بے = 

Anm. P Y 
(b) (c) 


حل: دیاگرام 2 و b‏ یک تابع را نشان می دھد اما دیا گرام C‏ یک تابع را OUS‏ نمی‌دهد. 
تابع دربین دو ست у 9X‏ یك رابطه می‌باشد که هر „ше‏ ست (Domain LX‏ محض با 
یک „ше‏ ست (Range) LY‏ ارتباط داشته باشد. که X‏ را متحول آزاد و را متحول مقید 
می گویند. یا تابع؛ ست جوره‌های مرتب می‌باشد که عناصر اولی OT‏ تکرار نشده باشند. 


= < 
0۷ Domain Range Z Domain Range از جدول‌های مقابل یک تابع‎ plus -1 
-1 1 2—— 1 е 
0 >< 2 4 3 رانشان می‌دهد؟‎ 
1 3 6——ə— 5 
6, 


ү) 


Domain Range 


Domain Range 


= 


2- کدام‌یک از ست‌های جوره‌های مرتب زیر یک تابع را OUS‏ می‌دهد؟ ناحیة تعریف 
(Domain)‏ و dot‏ قیمت‌های (Range)‏ آن‌ها را تعیین کنید. 

1- {(2,4), (8,6), (4,8), (5,10); 

2- (1,4), (0,3), (1,2), (2,1)} 

ЗОО , )6,-5( (0,0), (5,5) , (10,10)} 

4- {(—<10,10),(<—5,5), (0,0) , (5,5) , (10,10)} 

5- {(0,11),(1,1),(2,1),(3,2),(4,2),(5,2)} 

<< CDi) К 


ہم 


К چه‌وقت یک معادله یک تابع را نشان‎ e 
2 می‌دهد؟‎ 
OUS چه‌وقت یک رابطه یک تابع را‎ е 

می‌دهد؟ 

А L B درکدام حالت یک جدول یک تابع را‎ e 
می‌دهد؟‎ OUS 


برای اولین‌بار ریاضی‌دان سویسی ایولر )1707- 1783( (Euler)‏ این عبارت که ۷ تابع از 
x‏ است توسط معدل GO‏ 7-1 نشان داد که( f‏ عبارت از قیمت y‏ با slp f Cad‏ عدد X‏ 
می باشد. اگر f(x)‏ تابعی از 4 به B‏ باشد به طور زیر نشان داده می‌شود: 
f:A B‏ 
یا у=)‏ 

درشکل ۶اعبارت از fx), (input)‏ عبارت از (output)‏ می‌باشد توابع با حروف g,h,f‏ 
وغیرہ OUS‏ داده می‌شوند. 
توابع به طور عموم به 4 طریق OLE‏ داده می‌شوند. 

4-1 طور شفاهی (Verbally)‏ توسط عبارات. 

2 - به طور عددی (Numerically)‏ توسط یک جدول. 

3 - مشاهده‌یی (Visually)‏ توسط گراف. 

4 - به شکل الجبری (Algebraically)‏ توسط فورمول صریح (واضح). 


فعالیت 
اگر توابع BOO) fGO‏ طور زیر در جدول داده شده باشد قیمت این توابع را در قیمت‌های داده 


شدة club js X‏ با به عبارت دک fol‏ تعریف (Domain)‏ داده شده Curl‏ قیمت‌های 


مربوطة تابع (Range)‏ را دریابید. 


۲00-۷ - 4 ро) -1 


مثال1: اگر 2- 3+ ×= fo)‏ باشد SO , О)‏ , (3-)کر و f(a)‏ را دریابید. 


/@)=8 , /)0(--2 , f(-3)=2, f(a)=a *3a-2V 
را دریابید.‎ £(2) Пе(х +3) , f(-x) باشد‎ f(x) = x^ +36 + 5 اگر‎ 2 Jë 


حل 


#(2) = 2? +3.2 +5 - 4+ 6+5 =15 
f(x +3) = (x3) +3(x +3)+5 =x? +6x +9+3x +9+5=x’° + و9‎ +23 
f(-x) = (x) +3(-х)+5 = х? -3x +5 


yh _ 
L 


| فعاليت‎ X 


اگر 2+7 - g(x) = х?‏ باشد. g(75) Lb(x-4), g(-x)‏ را دریابید. 


ال 3: اگر h(x) 23-2x‏ و f(x) =2x+6‏ باشد. f(-1)‏ , (6)طو 
f(- T) +۶63(‏ را دریایید. 


f(-1) =2(-1)+6=-2+6=4 
h(6) 23-2.623-12--9 
f(-D + ۶)3( 4+ 2.3 + 6 - 4+12 26 


مثال4: اگر 1+ fü) = 0(Е(х) =ах? - bx‏ و 10= (3)]باشد قیمت‌های bs a‏ را 


دریابید. 
حل 
10=9a-3b+1 , 0=а-+1‏ 
9а 3+1‏ = 10 
37303 =0 
1+ ]10-18-3 62-2 = 10 
ба 3b 219-10‏ = 12 
a-2 30-9‏ 
b=3‏ 
مثال 5: کدام یک از معادله‌های زیر یک تابع را نشان می‌دهد؟ 
4= ر+ a: x +y=4 b:x2‏ 
حل: یک doles‏ وقتی نشان دھندۂ یک تابع می‌باشد که برای هر X‏ یک y‏ وجود داشته 


Te 
a: х+у=4=>у=4-х' 
ped qug دک کے عل ال‎ ус کک‎ ыыр 
تابع می‌باشد.‎ eS, y л ہے‎ 
0: x by =4 4ر‎ 
یک تابع نیست.‎ Y وجود دارد. پس‎ Y دو قیمت‎ X برای یک قیمت‎ 


طور مثال: اگر 1= × باشد $43 yo‏ می شود (3/- ,43)0 ,1( که عناصر اولی OT‏ 
تکرار شده اند. 


فعالیت 
کت کەمعادلات 1= Ех‏ نشان دهندة یک تابع می‌باشند و Holes‏ 
+۶٤0٠‏ 9پ تابع نیست. 


روش نوشتن یک تابعء „у= f(x)‏ باشد. برای یافتن قیمت یک تابعء قیمت osla‏ شدۂ X‏ 
را در doles‏ تابع وضع می نماییم قیمت تابع به دست می آید. یک معادله وقتی نشان دھندۂ 
یک تابع می‌باشد که برای هر × یک y‏ وجود داشته باشد. 


= ای کات‎ 
تمرین‎ K | 
anh f(x) 7ر2 ک‎ -3x-1 و‎ g(x) 2 x! +x-2 اگر‎ -1 


/(0-gC2) 2‏ | 
BODA), ۵02(-۵3(‏ و کک رامعلوم کید 


2 اگر g(x)- 4x*4, ЈО) = -x‏ باشد. ,fC2)‏ (8)0 و( /G‏ را 


دریابید. 


3- اگر ×3 = g(x)‏ و A(x) =1+4x‏ باشد h(16)‏ , (3-)ط و (4-)ع را دریایید. 

g(-7),f(6) باشد‎ h(x) = 425-x? و‎ g(x)=16+3x-x°, f(x) - 0-4 
x- 

و g(4) - À(—3)‏ +)0(/ را دریابید. 


5 -اگر 40-2 р(х) 24x‏ باشد g(0) .g(4) .g(5) ,g02)‏ و £C2)‏ را در 
بابید. 


6 - آیا xy = 1st‏ ”× یک تابع را نشان می‌دهد؟ 


۴ 4 ھ۶" 5 > m‏ ۲ 
UT‏ ناحیة تعریف هر تابع ست تمام اعداد E dd‏ 


حقیقی می‌تواند باشد؟ 


Imageq 


= 0 یہ مہ‎ O. Q ww N A 


© 


Domain Co domain 


فعالیت 


کدام قیمت‌های X‏ در دومین EX (Domain)‏ تابع شامل می‌باشند؟ 


ناحیة تعریف تابع» = f (x)‏ را تعیین AS‏ 


1-4 
UT‏ در dob‏ تعریف تابع ×/ہ3= g(x)‏ عدد 2-4 x‏ شامل می‌باشد؟ 
در ناحیة تعریف (Domain)‏ یک تابع تمام قیمت‌های × شامل می‌باشد. در صورتی که تابع 
در OT‏ قيمت‌ها تعریف شده باشد. یا قیمت تابع یک эде‏ حقیقی باشد. 
¿=u :1 Jo‏ تعریف (Domain)‏ توابع ذیل را تعیین کنید. 
6x‏ 
Dix) h(x) = x^-7x K(x) =‏ 
(x) @)=—‏ =( 


g(x) 2 x R(x) = 3х 412 


Je 


1 


یا برای 3 = X‏ قیمت تابع یک عدد حقیقی نمی باشد؛ پس: 
Domf = {x eR/x #3}‏ 
در g() = Ax мб‏ برای این که قیمت تابع یک عدد حقیقی (Real number)‏ 


cast‏ باید 0 < x‏ باشد؛ پس )0 2 278/۶ domg =[0 , oo) Domg = (x‏ می‌باشد. 
٭ درتابع h(x) =x" -7x‏ چون برای هر قیمت X‏ تابع A(X)‏ تعریف شدہ است. 

پس: ( ست تمام اعداد حقیقی ) )0 , 00—( = Dom h =IR‏ 

a‏ = ہے 
Dom k(x) = fx e IR/ coe xem‏ 


Sle k(x) = (х) =‏ است از: 


X 
٭ ناحه تعر ىف تا‎ 
xg € УЕ 


R(x) = 3x12 аб‏ باید 0 < 12+ ×3 باشد پس х>—4‏ می‌شود. 
Dom R = {x e IR / x 2 —4} =[-4,«)‏ 


ial‏ تعریف توابع ذیل را دریابید: 


h(x)249x-27‏ و 


f(x)=x°+3x-17 , g(x)= 


х? —49 


مثال2: ناحیۂ تعریف б‏ 3- لہ = نز را دریابید. 
X 35 9 5‏ 
Dom y = {x e IR/ x 231 =[3 , oo)‏ 
Jo‏ 3: ناحیة تعریف توابع ذیل را دریابید. 
f(x) -4x-2 Dom f={x/ x22) L [2,0]‏ 


2x43 


g(x)- ТЕП dom و‎ = IR - {4} L (—o9,4)U (4,0) 
domg ={x €IR/x #4} 

با به b‏ ست 
بابه شکل h(x) = 4x? -2x-3‏ 


Dom h={x/ > یال‎ x23} L(-c,-1]JU[3, 0) 


گراف تابع وتشخیص تابع از روی گراف 
(Graph of a function and vertical line test)‏ 
در osla JIK‏ شده» کدام‌یک از گراف‌ها» گراف یک تابع می باشد؟ 


Ү Ү 
— 7ا‎ " 
SIOZ 0 
а Ь 
Bu x 
X x 
O ۰ 
с 4 
فعالیت‎ 
را رسم کنید.‎ Y یک خط موازی با محور‎ » 
مشاهده کنید این خط گراف تابع را در چند نقطه قطع می کند؟‎ e 


٭ اگر این خط گراف را در یک نقطه قطع کند LT‏ این گراف گراف یک تابع می‌باشد؟ 
اگر این che‏ گراف را اضافه‌تر از یک نقطه قطع کند آیا این گراف» گراف یک تابع می‌باشد؟ 


اگر AK)‏ یک تابع حقیقی باشد گراف تابع (606]عبارت از ست جوره‌های مرتب (x, f (x))‏ 
می‌باشد که در у= Ё)‏ صدق کنند. 

یا گراف یک تابع عبارت از ست نقاط در مستوی YOX‏ می‌باشد؛ طوری که 

((x,y) / y f(x))‏ که x e dom f(x)‏ باشد. 


مثال 1: گراف تابع у= /(х)=2х+1‏ را رسم کنید. 
ү‏ 


مثال2: OUS‏ توابع 1+ ×= у=—15 f(x)‏ رارسم کنید ناحیة تعریف و ke‏ 
قمیت‌های WOT‏ را نیز تعیین کنید. 
حل f(x) =x°+1‏ 
БШ 7 9‏ 
т) По 5 1 2/5/10‏ 


با در نظرداشت جوره‌های مرتب: 
OD CD CS CG O‏ چا )255 (зо)‏ 


گراف توابع را رسم کنید. 
Шу 412941210 *‏ 


۱۱۳ J ٥ (303 1 3,10) 
f(-1) = )-1(۳ 121122 


#(0) >- 0* +1 - 0+1 -1 $ 

f() =1°+1=2 2 E 2,5) 
E 97 e 

f8)23 41-10 (52 Э 
Domf = (оо, со) E ےہ‎ D X 


1 


Rangef = (1,0) Domain (-ee, со) 


گراف تابع 4- f(x)=x‏ رارسم کنید. 


مثال3: GLE‏ تابع у= (х) = x!‏ رارسم کنید. 


f(x) = x° 


Y KE ЕКЕ) 
st fo» 0 0 


اگر یک خط عمودی (موازی با محور (у‏ یک گراف 

را محض در یك نقطه قطع کند این گراف» NS‏ 

یک تابع می‌باشد و اگر اضافه تر از یک نقطه قطع LS‏ 0 (1,1) 11 | 

گراف» گراف یک تابع نمی باشد. )0,0(| # (1-,1- 
8 )8-.2( 


ہم 


Dom f(x)=(-4,5) 
Range f(x) -(-4,3] 


آیا در گراف‌های توابع زیر ناحیة تعریف (Domain)‏ و aot‏ قیمت‌های (Range)‏ 


als‏ تعیین کردہ می‌توانید؟ 
f(x)‏ 


=X 


Dom f=[a,b] Dom f = (ae) 
Rage f= [c,d] Rang f =(-~,d) 


فعالیت 


شکل را مشاهده کنید سوال‌های زیر را جواب دهید. 
از روی شکل» ناحیة تعریف و ناحیة قیمت‌های تابع 
٤‏ را دریابید. 
LT‏ عدد 4- در ål‏ قیمت‌های تابع f‏ شامل 
می باشد؟ چرا؟ 
LT‏ 3- در ناحیة تعریف f‏ شامل است؟ چرا؟ 


UT‏ عدد 6 در dob‏ تعریف تابع f‏ شامل می‌باشد؟ 


مشاهده می شود که 2 < f(-1)‏ و 1)=4(/ می باشد و نیز از روی شکل RU‏ تعریف 
تابع از(3 -) الی 6 می‌باشد اما g dom f‏ 3- و e dom f‏ 6« بس dom f = (C3,6]‏ 
می‌باشد به همین ترتیب ناحیة قیمت‌های تابع (Range)‏ از عدد 4- الی4 می‌باشد» اما 
Range f‏ 4¢-+ پس [4, 4 - Range f‏ می‌باشد. 

مثال 1: در اشکال داده شده» ساحة تعریف و dole‏ قیمت‌های توابع را دریابید. 


(1) (2) 


در گراف شکل اول dob‏ تعریف تمام اعداد حقیقی از 1 الی 6 می‌باشند. و ناحیة قيمت‌ها 
7 + می‌باشند. با 6 ک > لا 4 > بو > 2 
در گراف شکل دوم: 10 > ک2 یا [10 , Dom=[2‏ 

y > 8‏ >1 با [8 , لاہ Range‏ 
f) , /)-2 ۰‏ و Л)‏ را دریایید. 
» کمیات وضع نقاط تقاطع گراف با محور X‏ و 
محور ‏ را دریایید. 
حل: چون در dbz‏ تقاطع گراف با محور 5 قیمت 
жеу‏ می‌شود. 
»f3)=0 , f(-2)=0‏ 5)=0(£ ُء 
پس گراف محور ×را در نقاط (2,0-) ,)3,0( 


و )5,0( قطم کرده است. 
چون در Дод‏ تقاطع گراف با محور «У‏ قیمت X‏ صفر می باشد 03 
Je‏ 3 درشکل زیر domain‏ و Range‏ تابع ODE) PI) сыы ak f‏ 


ү دریابید.‎ 


حل: مشاهده می شود ial aS‏ تعریف تابع از 3 - الى 6 می‌باشد؛ اما З эде‏ در ناحیة 
تعریف شامل نے 6. 3 Domain f(x) = -3«x€6 L‏ می‌باشد. 

aot‏ قیمت‌های Rangef(x) - -5 > y > 4 iet‏ یا )4 , 5-] می‌باشد. 3-=)6(£ و 
f(3) =—5‏ است. 


piti aslo JEA ES 


3 f=? f3- 

(a‏ ناحیة تعریف تابع 

(b‏ ناحیة قیمت‌های تابع 

X نقاط تقاطع با محور‎ (c 

(d‏ نقاط تقاطع گراف با محور ‏ و در شکل سوم قیمت‌های خواسته شده تابع را دریابید. 


N 


توابعی که گراف‌های آن‌ها را در شکل مشاهده 
می کنید به چه نام‌ها یاد می شوند؟ 


توابع انواع زیادی دارند که بعضی از توابع خاص را تحت مطالعه می گیریم. 


تابع ثابت را چرا به نام تابع ثابت یاد می کنند؟ 
UT‏ ناحیه تعریف و Leb‏ قیمت‌های تابع عینیت باهم مساوی می‌باشند؟ 


Ao LT‏ قیمت‌های تابع قیمت مطلقه» قیمت‌های منفی را گرفته می تواند؟ 


(Constant function) تابع ثابت‎ 

اگر × و y‏ ست‌های اعداد حقیقی باشند در تابع رج ×:؟ یا f(x)=y‏ در صورتی y‏ 
مساوی به یک عدد у= f(x) = С b ASL (C) Cob‏ به نام تابع ثابت یاد می‌شود. 

طور مثال: f(x) 2-2 , f(x) » 3 , f(x)-2‏ وغیره توابع ثابت‌اند. 

مثال1: گراف توابع .22 f(x) = 25 f(x)‏ ترسیم کنید. 

f(x) =2 f(x)--2 حل‎ 


GE OEE EE DBD s ЕЕ 
SS 7 ۷۳۳ а-а 
Ү 


' 
tə 
ہے‎ 


BETES 


بدین معنی که تصویر هر عنصر ناحیة تعریف تابع ثابت یک عدد ثابت می‌باشد. 
œb‏ عینیت :(Identity function)‏ 
اگر تابع هر عنصر از dol‏ تعریف به 
خودش ارتباط دهد یا f(x) ex‏ به تام 
تابع عینیت یاد می‌شود. 

مثال: گران ДО)=х ab‏ را رسم 


ПО 


تابع قیمت مطلقه (Absolute value function)‏ 
تابع قیمت مطلقه f(x)=|x|‏ طور ذیل تعریف شده است. 


مثال: گراف تابع fx) x]‏ رارسم کنید. 
Ү‏ 


[И ۲ vi 
(22,2%, 2 (22) 2 
(LI) (II) | 
0,0) 


+ 
Ко 


مشاهده می شود که ناحیة تعریف تابع قیمت مطلقه ست تمام اعداد حقیقی و iL‏ قیمت‌های 
تابع )0,00[ می‌باشند. 
wl‏ چند معادله یی (Piecewise function)‏ و گراف oT‏ 
UT‏ می شود که یک تابع درناحیة تعریف توسط دو یاچند معادله مشخص Gogh‏ 
2x+3:x <4 КЕШЕ‏ 
مثال 1: اگر AGS‏ 
0ھ × ک 2-1:4 ڈ7 
باشد (5-)۶ , (۶)8 و ناحية تعریف تابع bf‏ دریاید. 
حل: چون 4 > 5 -می‌باشد» پس درمعادلة اول وضع می شود داریم که: 
7- = 10+3-= 3+ (5-)2 = )5—(# 
چون عدد 8 بین 4 و 10 می‌باشد 10 > 8 > 4 پس در olus‏ دوم وضع می‌شود» داریم 
که: 
f(8) = 82 -1 - 64-1-63‏ 
42-0 تعریف f‏ در معادلهٌ اول )4 , 00-) و درمعادله دوم ]4,10[ می‌باشد. 


n‏ تعریف تابع ‏ عبارت از ]10 , Co‏ می‌باشد. 


60 × ک0 : 5 


g(x) = | 
جج‎ : 60<х <90 


باشد نشان دهید: که 8= g(80)‏ و 9.5= g(30)‏ می‌باشد. 


گراف wl‏ چند معادلە یی ) Graph of function defined piecewise‏ ( 
مثال2: dob‏ تعریف» dob‏ قیمت‌های تابع (٭)کر را دریابید و گراف آن را نیز رسم کنید. 


ndn 2 
f(x)= 


x 1 +2‏ 
حل: 42-0 تعریف Soles‏ اول ]9.1[ و از oles‏ دوم ]1,2( می‌باشد 
در نتیجه» ناحیة تعریف f (X)‏ عبارت از ]0,2[ می‌باشد. 
غرض ترسیم گراف. گراف هر دو قسمت را ترسیم می نماییم طوری که: Y‏ 


de фр з‏ دا рю U BA Q‏ مد 


(00) | 5» 8 4 s 6 7 ¢ 9 1 IH 12 13 14 15 16 17 18 19 2 


y=f(x)=x y-f(x)2x-1 
۵2270003 13 
ku ۳۷۰۹ی‎ 7 


درنتیجه دو خط مستقیم به دست می Т‏ که هر دو گراف تابع f(x)‏ می‌باشد. 
E‏ 


x : 0<х<4 


СЕО ЕО ОКЕ 
را دریابید و گراف این‎ f(0),f(—2) , £(2) باشد‎ f(x) ee eee 


تابع را نیز رسم کنید. 
مثال3: گراف تابع у=}: iE‏ را رسم» dob‏ تعریف و kom‏ قیمت‌های 
er y cU s‏ ےو 
تابع را تعیین AS‏ 
حل 
f(x)‏ 


0 تعریف تابع» صفر شامل نمی‌باشد. )0 3( b‏ 

Dom f(x) =) , 0)U(0,0)‏ و =¿ قیمت‌های (Капде) gU‏ عبارت از 
(—6,-D)UQ,o)‏ يا y>1‏ و у<-1‏ 

تابع :(sign function)4o‏ که sgn)‏ نشان داده می شود یك مثال تابع چند 
معادله یی می‌باشد که طور ذیل تعریف شدہ است: 


٭ در گراف‌های داده شدہ کدام گراف: گراف f(x.) --—------ i‏ 
کی کات EE‏ سد نت | ⁄ Kxi)p----2‏ 
° م گراف» گراف بع متناقص است؟ A‏ 

| 

e | 


e‏ کدام گراف نه متزاید و نه متناقص است؟ 


xL-- 
e 


— < 


9ٹ 


1 - یک تابع دریک انتروال متزاید است اگر x «x,‏ باشد» درنتیجه fO) > f(x,)‏ 
شود. 

2-یک تابع دریکک انتروال متناقص می ‌باشد اگر x,‏ > × باشد در نتیجه Го) > О)‏ 
می‌شود. 

3 - در یک تابع اگر x, > x,‏ باشد در نتیجه (و) = F(X)‏ شود این تابع نه متناقص 
است و نه متزاید. طوری که در شکل واضح مشاهده می‌شود این تابع یک RU‏ ثابت 

می باشد. 

مثال: گراف تابع × = fx)‏ و f(x) =x"‏ در کدام انتروال‌ها متزاید و در کدام 

m 01-12 -2 x 0 1 -1 2 -2 
JOE 0 1 1 ЧОЕ о ا ا‎ лл 


=? =? 


JD f(2) SCD > f) 
1<4 == 


مشاهده می شود که تابع f(x) x°‏ در انتروال )00,0—( متناقص و در انتروال оо)‏ ,0( 
متزاید می‌باشد» اما تابع ДО) = x!‏ در انتروال )0 , 00—( متزاید و در انتروال )0,0( 
00008088 


~ 


کر Geel‏ داده eels‏ در 
کدام انتروال گراف تابع 
متزاید و در کدام انتروال 
متناقص می‌باشد و کدام 
گراف نه متزاید و نه 
متناقص می باشد؟ 


(Even and odd functions) 56 9 جفت‎ æl% 

1 ۔ تابع f(x)‏ یک تابع جفت می باشد؛ اگر: Р(х) = f(x)‏ باشد بدین معنی اگر در 
تابع × «b‏ ×= عوض کنیم درقیمت تابع تغییر وارد نمی‌شود. 

2 تابع f(x)‏ یک تابع تاق می‌باشد؛ اگر: f(-x)--f(x)‏ باشد» یعنی اگر درتابع x‏ 


f(x)=x? 


مثال 1: در توابع f(x) =x? 9 f(x) =x”‏ کدام 

تابع جفت و کدام تابع تاق می‌باشد؟ 

حل: در هر دو تابع X‏ را — عوض می کنیم. 
f(-x) = (=x) = (-x)(-x)(-x) = —x°‏ 

پس تابع f(x) = x°‏ یک تابع تاق می‌باشد» x‏ 

زیرا JOX) =- E)‏ می‌شود. مثل 

f) =? f(-2)2-f(2) 2-8 

و در تابع f(x) = x°‏ داریم کە: 

f(-x) = (х)? = (—x)(—x)= x° 

پس تابع fG)= x‏ یک تابع جفت می‌باشد» زیرا 

]۲)-2( = ۴)2( = 4 است.‎ f(—x)= f(x) 

مشاهده می‌شود که OLS‏ توابع جفت نظر به محور Y‏ 

و OLE‏ توابع تاق نظر به OLS es‏ وضعیه متناظر 

می‌باشند. 


— о ی > یں‎ QA~) оо 


Ji‏ 2 در توابع 4 - f(x) x!‏ و 

g(x) = ×” + 37+ 2‏ کدام یک جفت و کدام 
یک تابع تاق می‌باشد؟ 

حل: fCx)=Cx)-4=x -4= /(х)‏ 
پس این تابع جفت می‌باشد. 

و درشکل نیز مشاهده می‌شود که در دو نقطه (3,5) 
و (3,5-) برای 3 < × و 3- = × قیمت تابع باهم 
مساوی اس که عارت ار علد 59 می‌باشد» یعنی 


5 = )3(# = (3-)؟ همچنین در X=2‏ و 2-2 ۲ قیمت تابع باهم مساوی است که صفر 
می‌باشد. در نتیجه تابع جفت می‌باشد. 

g(x) =(—x)) +3(—x)+2 = х? -3x +2‏ که این تابع نه جفت است و نه تاق. 
مثال3: اگر ؟ از اعداد حقیقی به اعداد حقیقی یک تابع GU‏ باشد. قیمت k‏ رادریابید طوری 
/(—2)=К+5:<‏ و f(2) 22k43‏ باشد. 

حل: چون ٤‏ یک تابع تاق می‌باشد. 


f(-x) =-f(x) 
f(-2) = -۶)2( 
К+5=—(2К+3) 
[+5 - -21 (نظر به تعریف تابع تاق) 3ے‎ 
3k - -8 
ES 
3 


اگر درتابع x, + f(x)‏ > × باشد ونتیجه شود که fn) > f (xz)‏ است تابع متزاید و اگر 
X,‏ > × باشد و درنتیجه ),%(/ > f(x.)‏ شود تابع متناقص وهم اگر Сх) = f(x)‏ 
باشد تابع f(x)‏ جفت و اگر f(-x) = (х)‏ شود تابع f(x)‏ تاق می‌باشد. 

OLE‏ توابع جفت نظر به محور Y‏ و OLS‏ توابع تاق نظر به مبداء کمیات وضعيه متناظر 
می باشند. 


ча 


М(х)= |x +2|‏ 
LT‏ می‌توانید بگویید که گراف‌های داده 
شده باهم چه رابطه دارند؟ |3- N(x) |x‏ 


-5 "a 


گراف تابع fG)= x°‏ رارسم کنید. 
گراف تابع 4+ f(x) = x‏ رارسم AS‏ 


گراف تابع 4- fG)= х?‏ رارسم کنید. 
بگویید که این گراف‌ها باهم چه رابطه دارند؟ 


گراف تابع 4- ”× = f(x)‏ را رسم نماییم. برای هر (x,y) Фё‏ گراف ”× = y‏ نقطه 
مربوط CNL (x,y-4)‏ گراف 2-4 УЕ у=‏ به 
اندازۂ 4 واحد به طرف پایین انتقال می کند تا گراف 4- ”× = y‏ به دست LT‏ طوری که 


درشکل مشاهده می‌شود. این انتقال به نام انتقال عمودی 
ob‏ می‌شود. (3,9 y=x2‏ )3,9-( 
انتقال به 2 قسم است انتقال عمودی و انتقال افقی: 
انتقال عمودی Jus! Vertical Translation)‏ )2,4- 
B PUDE ie eU‏ 
ھرگاہ 0ء باشد. 
1: اگر گراف تابع y=f(x)‏ به اندازۂ عدد ء به طرف py‏ )0 )2,0( 
YL‏ انتقال شده باشد. گراف у= f(x) te‏ به دست à‏ 
ہا ]22 
2 اگر گراف تابع у= f(x)‏ به اندازۂ عدد eC‏ طرف )4-,0( 
Gol‏ انتقال شده باشد GLE‏ -(۴)کر у=‏ به دست 

می‌آید. 

مثال1: گراف توابع 2 + yox‏ و 3- ”×= ر با گراف تابع y ox‏ چه dal‏ دارد؟ هر 
سه گراف را در عین سیستم کمیات وضعیه رسم نمایید. 

حل: اگر OLS‏ تابع у=х‏ را به اندازۀ Q)‏ واحد به طرف بالا انتقال دهیم گراف تابع 
2 ”× = ر به دست می آید و اگر گراف تابع y = X°‏ را به اندازۂ )3( واحد به طرف 


پایین انتقال лэ‏ گراف تابع 3- ”×  <‏ به دست می آید. 


ya 


یا انتقال عمودی را این طور نیز می‌توان تعریف کرد: 
اگر درگراف تابع به عوض у-а ty‏ وضع شود که 2 یک عدد ثابت می‌باشد» اگر а>0‏ 


cope ٣‏ به اندازة | ја‏ طرف بالا انتقال می کند و اگر 0 > ۵ باشد به 
اندازه |а|‏ طور عمودی طرف پایین انتقال مي AS‏ 

مثال 2 از انتقال گراف ”× = ر گراف‌های у=х°+4 yox'-2, yo x! + 2 alg‏ 
و 4- y m x°‏ رادر عین سیستم کمیات وضعیه رسم وبا همدیگر مقایسه کنید. 


mm у=х2+2 у=х?+4 y=x?-2 y-x'-4 


у=х?+4 
у=х?+2 
=? 
у=х-2 
y=x -4 
SVT 7/29 37^ 
)-1,- 1-3) 


( Horizontal Translation) انتقال افقی:‎ 

اگر درگراف تابع به عوض x-b.x‏ وضع شود که b‏ یک عدد ثابت است گراف تابع 
به اندازۂ || طور افقی انتقال می کند. اگر 0 < ۶ باشد گراف به طرف راست و اگر 
مثال3: از انتقال گراف × = ر گراف توابع y=(x+2)°‏ و у=(х-3)‏ رارسم 
حل: طوری که درشکل مشاهده می‌شود » اگر گراف تابع ”= ان لا RIG‏ 


به طرف چپ انتقال داده شود گراف у= ру‏ دست می‌آید. اگر گراف 
yox?‏ به اندازۂ 3 واحد به طرف راست انتقال داده شود گراف تابع y-(x-3y‏ 
به دست می آید طوری که در شکل نیز مشاهده می‌شود. 


00-0 -- Е ہے‎ 2 
E Е ЕУ NS у=(к-3) 
y=(x+2)° 
5 
G Di $ (5,4) 
Q4 
(BA (4,1) 
-5 (20) (3,0) 
فعالیت‎ ' | 
٣ے‎ 


از انتقال OLY‏ تابع f(x)=|x|‏ گراف els‏ |2 +× |-(×)ع й(х)=|х—3|,‏ را 
در عین سیستم کمیات وضعیه رسم کنید. 

تر کیب انتقال عمودی و افقی 

(Combining Horizontal and Vertical shifts) 

AS رارسم‎ Ва) = (+1) -3 (×)ع و‎ Gc D^ els مثال4: گراف‎ 

حل: در اول گراف Јо) = x! мб‏ را رسم می‌نماييم که به نام گراف معیاری تابع درجه 
(e.‏ یاد می‌شود. حال بو Colon‏ گراف سه نقطه )0,0( , (2,4) 2 (2,4-) ر مشخص 
می‌نماييم. 

بعد گراف تابع 1)2+ g(x) = (x‏ را رسم می‌نماييم با ناحیة تعریف تابع f(x) = х?‏ 


انتقال به )2( نوع می‌باشد (عمودی و افقی ( 

۷ گاه эде ER C‏ مثبت باشد. 

1 - اگر گراف у= f(x) eb‏ اندازۂ C‏ واحد به شکل عمودی به طرف بالا انتقال 
شود cals‏ تابع yc fG)+c‏ دست می‌آید. 

2 - اگر گراف تابع у= f(x)‏ اندازۂ > واحد به گونة عمودی به طرف پایین انتقال 
شود. گراف تابع ۹۸ به دست می‌آید. 

انتقال افقی: هر گاه ERC‏ عدد مثبت باشد. 

1 -اگر گراف تابع у= f(x)‏ به اندازۂ C‏ واحد به طرف چپ انتقال داده شود گراف 
تابع у= f(xtc)‏ به دست می‌آید. 

2 - اگر گراف تاع C Silla у= f(x)‏ واحد a‏ طرف راست انتقال شود گراف 


تابع у= f(x-c)‏ به دست می‌آید. 


1 - از انتقال گراف تابع yox‏ گراف‌های توابع زیر را رسم کنید: 
g(x)-x'-2 g(x) = x -1 g(x)-(x-2)‏ 

2- گراف تابع fo) = x‏ را رسم کنید و از انتقال آن گراف‌های توابع 

AS رارسم‎ f(x) ex +2 و‎ (х) e 4x2 

3 - گراف تابع | ×= f(x)‏ را رسم کنید و از انتقال این گراف » گراف‌های توابع 

h(x) =|x —4| (х) =|х+4|, g(x) 21| 4‏ رارسم کنید. 

4 از انتقال گراف تابع ٭٭ = sn coL Fs f(x)‏ توابع 3- X‏ = (×)ع و 

g(x) = (х—3)`‏ را رسم کنید. 


~N 


f(x)=44-x 

ln. (х)=2х+11, 70) fi 
g(x) =y 3 +X i P m 
(f + gx) =? enm 


عملیه‌های چھارگانه توابع طور ذیل تعریف شدہ اند. 


(f +g)(x) = f(x) +g(x) (f —g)(x) =f(x)—g(x) 

(f -g)3) = fG). в(х) y= ew=0) 
g g(x) 

dom (f + g)(x) = dom f N dom g 

dom (f — g)(x) = dom f N dom g 


dom (f - gY(x) = dom f N dom g 
dom C5 CO =dom f N domg – {x/g(x)=0} 
g 


مثال 1: اگر f(x) 22x41‏ و 4- b (f +g)(X) wel g(x)2 x^‏ دریابید و نیز 
ساحة تعریف تابع ()(8 + )را تعیین کنید. 


(f + в)(х) = (х) + g(x) id 


)۶ +р)(х) = (Ох +] +(X2 —4) =2x —-3+xX°=x°+2x—3 
dom g=IR لا‎ domf-IR 
dom(f + g)(x) = IR N IR = IR 


مثال2 اگر 3- f()-2x'‏ و а(х) =4х+5‏ باشد. (Ё+р)(х)‏ و (63(ع +) 
را دریابید. 


(f + g)(x) = (x^ -3)- (4x +5)=x°+4x+2 
(f +g)(3)=37 + 4(3) 4-229124 2-23 
dom g=IR L] domf-IR 

dom(f +g)(x) = IR N IR 2 IR 


wtb ysl) (f + gY(4) و‎ (€ + g)(x) باشد‎ р(х) = 2× +7 f(x) 23x? + 4x -1 fi 


مثال 3 اگر f(x) 22x-1‏ و g(x) =×” x-2‏ باشد. 
DW» (f .g)Xx), (f — g)(x)‏ را دریابید و ناحیه‌های تعریف این توابع را نیز 
> 
(Ё – р)х =(2х_1)—(х^+х—2)=2х—1—х^—х2=—х°*+х+1‏ 
dom(f - е)(х) = IR N IR = ІК‏ 
-g)x = (2х -D(x -x-2)-2x! -x^?- 5x42‏ £( 


جون domf =IR‏ و domg < ІК‏ مي باشد. 
dom(f -g)(x) = IR N IR 2 IR 1 ; с.‏ 


f 2х—1 2х—1 

C = = 

8 X +x—2 (х+2)(х—1) f 

dom(—)(x) = IR ПІК - {x / g(x) =0} 

g 

А (x eIR/x 2 25xz1] 

g 

فعالیت 


go) o x!-1, f()ex-5 fi‏ باشنده Ow‏ (0)(ع.۶[.] (Е в)(х)‏ را 


دریابید. 


مثال4: اگر g(x)2x-1,5 /(х)=х+3‏ باشد. 


(by) 2 (f: g)G0 (f —g)GO)‏ را دريابید. 
> 5 
(f -g)(x) = (х) – а(х) = х+3-(х-1) =x+3-x+1=4‏ 


(f:g)(x)= f(x):g(x) = (х+3)(х—1) =x -2x-3 


چون در dob‏ تابع f (X)‏ تمام اعداد حقیقی شامل می‌باشند (× هر عدد حقیقی را گرفته 
می تواند) domf = IR L‏ به همین ترتیب dom g = IR‏ 


f _ f(x) _ (3 
OO + P 
ОИ ек dom (f — g)(x) = IR ПІВ = IR 
т 3 نت‎ сих ЕЕЕ 
ой у= Ix e IR/x #1} b 
g 
dom( (x) = (-00, 1)U(1,0) b 


f(x)  JMA-x. 515 JUs‏ و f-g,f*gax в(х)=У3+х‏ ۰ و 
А‏ را دریابید و ناحیة تعریف WOT‏ را تعبین AS‏ 
J>‏ 
(f+ в)(х) = f(x)+ g(x) = 4-х + 34x‏ 
(f —g)(x) = f(x)- g(x) = /4-× —/3+х‏ 
(f-g)G) = f()-g(x) = (V4- x) (43 x) = J(4 х)(3 + x)‏ 


-4124-x-x? 
f - 11 n 
inn) gx) 34x 3 + 


domf :{4-x < 0 , × > 4( (о, 4] 


7 لا 2 


domg:íx/3+x>0,x>-3u [3,0) 


due Ж 


(—со,4]Г\[—3, 00) = [—3,4] 


که ]4 ,3-[ ناحية تعریف توابع 0 = РЕВЕ п‏ 


j‏ 1 0 ا 


4 L2 - DET 


f 
می‌باشد.‎ Dues E چون 0 = (3-)2 می باشد‎ саш 


à 
mop ron 7870 M 


حاصل ضرب suc b об‏ ثابت 
اگر С‏ یک عدد ثابت و ٤‏ یک تابع باشد» پس حاصل ضرب ОТ‏ عبارت است از: 


(cf)(x) =c: f(x) 


х2 6 [б‏ >( )او 5ہ ات 
£x) =5: f(x) = 5(x? —x +2) = 5x? - 5x +10‏ 5( 


ہر 


\ 
۱ 
— f 
pou б 
Outputs 2 


figi) or (Fog) N ےت‎ 


فعالیت 


f(x) =× -2 fi‏ و g(x) =x+3‏ باشد. (gof)(x)> (fo g)(x)‏ را دریابید. 
در کدام حالت (f og)(x)=(gof)(x)‏ می‌باشد. 
of)(x)‏ )و wb b (gog) (x)‏ 
اگر f‏ و elgg‏ از × باشند ترکیب ef‏ چ را به این شکل flea) v(£ og)‏ نشان 
می ] ¿=u (Гов) (х) = few) flg@‏ تعریف (fog) E)‏ عبارت از × است 
که در ناحیة تعریف ع و (x)‏ درناحیة تعریف f‏ شامل باشد. 
L‏ ناحیة تعریف Dom (fog)x = {x e IR/x e domg,g(x) e domf} : (fo g)‏ 
-l‏ در dol‏ تعریف 8 شامل باشد 
2 - طوری که g(x)‏ درناحیة تعریف f‏ شامل باشد. 
درشکل فوق تابع (f og)(x)‏ توسط دو ماشین نشان داده شده است. در ماشین اول ورودی 
x (input)‏ و Le (out put)‏ — از g(X)‏ می‌باشد. در ماشین (nput)es>‏ عبارت ار 
р(х)‏ می‌باشد و (Out put)‏ عبارت از (fog)(x)‏ می‌باشد. اگر g(x)‏ در ناحیة تعریف 
f‏ شامل نباشد» پس در ماشین دوم( f‏ ( داخل شدہ نمی تواند. 


X 5 g(x) f f(g(x)) 
x— BB ° 5 (f(x) 


مثال 1: اگر 1- × = fG)‏ و g(x) =3x‏ باشد. (Ғов) (х)‏ و (gof)(x)‏ رادریاید. 


(fog)(x) = f(g(x))- f(3x) = (3х) -1= 9x? -1 
(gof)(x) = g((F(x))= g(x? —1) = 3)7 - 23x? -3 


مشاهده v‏ 5 که 
(f0g)(x)#(gof) (x) 22‏ 
9x?-1z3x?-3‏ 
مثال2 اگر f(x)=3x-4‏ و 6+ g(x)=x7‏ باشد (Ғов)(х)‏ و (gof)G)‏ را 
دریابید. 


حل: درحقیقت در (fog)(x)‏ تابع g(x)‏ عوض (Domain)‏ یا × در eb‏ وضع می شود. 
f(g(x))- f(x? -6) = x? + 6(-4 - 3×2 418-4 2 3x? +14‏ 
g(f(x))= (gof) (x)= gGx – 4)= (3x - 4 «6-2 9x? - 24x +22‏ 


واضح است که dob‏ تعربف (х)‏ (2 ۶0) و (gof)(x)‏ ست تمام اعداد حقیقی می‌باشند. 


(fog)(x) =(gof)(x) باشد نشان دهید که‎ g(x)=x-6 و‎ f(x) »x*6 fi 
می‌باشد.‎ 


مثال3 اگر а(х) =1-х‏ و f(x)- 4x‏ باشد. 

در قدم اول dob‏ تعریف fo g als‏ و ٥ ٤‏ 8 را دریابید. بعد 8 و gof‏ را به دست 
os!‏ 

حل: it‏ تعریف f‏ عبارت از: dots ]0 , о)‏ تعریف تابع چ ست تمام اعداد حقیقی 
(—оо,оо)‏ می‌باشد. 

Domf = [0,оо) Domg = (оо, оо) tL 
Dom(fog)- х/х edomg , g(x) e domf] L 


Dom(fog) = {x/x EIR, 1-x 20) , -x 2-12 х<1=(-о,1] 
Dom (gof) ={x/x edomf,f(x)edomg] = (x/x 20 ,Jx e IR} = (0,00] 
(fog)(x)-f(I-x)-241-x 


(gof)(x)=g(Vx) 21- x 
بھتر ناحیة تعریف تابع م رکب شکل زیر را مشاهده کنید:‎ Coley برای‎ 


foe 


— تعر‎ ol fog (fog)(x)=f[g(x)] 
گے‎ fog (cla قیمت‎ Mob 


8 تعریف‎ al g قیمت های‎ uU f— ај ناحیة‎ f قیمت های‎ uU 


مثال4: اگر 1+ 3x7‏ = ()8باشد: به دو طریق OLS‏ دهید که تابع h(x)‏ از ترکیب 
کدام دوتابع 4 دست لفن است؟ 
حل: تابع A(x)‏ را می توان به شکل ترکیب دو تابع (Jok)(x) s(gof)(x)‏ نوشت. 
طوری که: 1+ f(x) = Зх‏ و AM 2)( = x‏ 

(gof)(x) = g(f(x))= gGx^ +1) = 3х? +1‏ 
به همین ترتیب تابع h(x)‏ را می توان به شکل ترکیب دو تابع GOKE)‏ بنویسیم. 
оос‏ 

(jok)(x) = j(k(x))= j(3x?) = 43x^ +1 
باشد.‎ ) #2), £(x)=—— مثال5: اگر‎ 
x+2 

(fof of)(x) L1(fof)Q) , fE)‏ را دریابید. 


حل 
X X‏ 
(f of)(x) = КОШ? = X2 = X ۴2 _ x‏ 
NE X+2x+4 x42 3x44 3x+4‏ 
х+2 х+2‏ 


x 2 2281 
(fof)2)2? (fof) وت‎ = ае META 
(fof of)(x)= 
x x x 
099) 0 7٦7ت:‎ 
с к ZT р 0 9 ев 
х+2 х+2 х+2 


فعالىت 


- 


«gof)(x) , (fog)(x) باشد‎ g(x) 2x *3, f(x) 2x -2 fi 


(f o g)(3)Ligof)(-2)‏ را دریابید. 


کے ^ 

айы pb) د(0 و‎ ell 
(+90) . E-D . (-D6) . (в), مك‎ 

AS را تعیین‎ WOT را دریابید و نیز ناحیة تعریف‎ 
(50040909. (f-g\(x) باشد‎ gaV 3 و‎ fe)ext-3 41-2 
CT 
k(x) =V3x+4 و‎ Ао) = 4х2, g)-- ОЕ tl 3 
را دریاید‎ QD) 208-00), СО), (EDO gli اشد ناحیدھای تعریف‎ 
را دریاید.‎ (ogXD و‎ (gof)G) باشد‎ а(х) х, f()-3x-2 4-اگر‎ 


f(x) = Jx £= 5‏ و g(x)=42-x‏ باشد fof Ebof ,fos‏ رادریاید. 


b (fogoh)(x).st A(x)=x+3, g(x)=x", (= 6 
x 


دریابید. 


5 ۵ Š ه‎ 9 š$ 8 55у T 


فعالیت 

See‏ رورس دو تابع کدام رابطه وجود دارد؟ 

UT‏ معکوس هر تابع» یک تابع می‌باشد؟ 

اگر معکوس یک تابع نیز یک تابع باشد. این گونه تابع را به کدام نام یاد می کنند؟ 

اگر  )0:2()3,5()6,7([‏ و ((2,1()5,3()7,6)) = g‏ باشد. gb LT‏ چ معکوس 
تابع ۴ می‌باشد یاخیر؟ چرا؟ 

اگر LT tab (f og)(x) = (gof)(x)‏ تابع چ معکوس تابع f‏ می‌باشد؟ 
در تصویر فوق یک ترمامیتر را مشاهده می کنید و می‌دانیم که بین درجه‌های حرارت سانتی 
5 اک О‏ 
9 9 

ہے ہے Ur‏ 


5 S9 


5 
c-—(f -32 
9^ ) 


تابع C‏ تابع معکوس تابع f‏ می‌باشد. معکوس یک رابطه (x, y)‏ عبارت از: (yx)‏ می‌باشد 
که ناحیة تعریف تابع معکوس عبارت از ناحیة قیمت‌های تابع و ناحیة قیمت‌های یک تابع 
معکوس عبارت از ناحیة تعریف تابع می باشد. 


Range f^! = dom f‏ و domainf ' -Rangef‏ معکوس تابع f a f‏ نشان 


داده می شود. متوجه باشید که: (f ^ (x) ET‏ 
x‏ 


مثال 1: اگر تابع })10-,1,5)(3,7)(8({ = f(x)‏ باشد. 
پس ((10,8-)(5,1()7,3)) = f (x)‏ می‌باشد؛ 
O 3۹3‏ 
l =‏ 
8= (10ے! £ f(8)=-10‏ 


می‌باشد؛ پس (х)‏ یک تابع ۲ 8 8۷۷9۹9 ۷۷ اش 
Malet S TOO а)‏ 
مشاهده می شود که f(x)‏ یک تابع نیست» زیرا که 7ہ و دو تصویر مختلف در 
یا به عبارت دیگر» هر تابع معکوس پذیر نمی‌باشد. 
هرگاه در یک تابع که به شکل جوره‌های مرتب داده شده باشد جاهای عناصر اولی و دومی 
باهمدیگر عوض شود رابطه‌یی که به دست می آید عبارت از معکوس تابع اولی می‌باشد» 
تابعی که معکوس OT‏ نیز یک تابع باشد گفته می شود که تابع معکوس پذیر است. 
مثال2: LT‏ توابع g of‏ که طور زیر به شکل جوره‌های مرتب داده شده‌اند. معکوس پذیر 
می‌باشند؟ 

f ={0,2), )-2,3(,)3,1( ,)0,-1(( == )02,4( , (3,1), (0,2), (5.0)‏ 
حل: اگر جاهای عناصر Jal‏ و دومی جوره‌های مرتب را باهمدیگر تبدیل نماییم داریم که: 
f” = 402,1), )3,- 2(, )1,3( ,(-1,0)}‏ 
مشاهده می‌شود که ' f‏ یا معکوس تابع f‏ نیز یک تابع می‌باشده زیرا که pole‏ اولی 
ЕЕ АОИ a‏ 
مشاهده می شود که ع یا معکوس تابع چ ء تابع نیست؛ زیرا که برای آ BO aes‏ 


5 وجود دارد» پس تابع 8 معکوس پذیر نیست. 


خلاصه این که چون f‏ تابع یک به یک ооз p‏ درنتیجه معکوس پذیر است. و چون تابع 8 بک 
به یک نبوده معکوس پذیر نمی باشد. 

فتیجه: تنها معکوس تابع یک به یک ء یک تابع می‌باشد. 

(опе - to - one function)&% 4 ES تابع‎ 

یک تابع f(x)‏ تابع یک به یک می‌باشد» x, zx, ВІ‏ باشد درنتیجه f) # f(x,)‏ 
قرف 

a*b-»f(a)s* f(b) 

a=b= f(a)= f(b) و اگر:‎ 

اگر یک تابعء تابع یک به یک باشد در OT‏ صورت معکوس OT‏ نیز یک تابع می‌باشد. 
مثال3: اگر 12+ ×4- = g(x) = 425- x^ f(x)‏ باشد نشان دهید که کدام یک از این 
توابع» تابع یک به یک می‌باشد. 

حل: اگر asta b‏ 12+ ۶-40 12+ 42 - می باشد. 

پس تابع f(x)‏ تابع یک به یک می‌باشد. 


طور مثال: اگر 2 + باشد: 4 - 8+12- 2 12+ (4)02- - (۶)2 
ш уш с‏ 

f(3) = -4(3) +12 2 -12412-0 
2 zb = f(a) + f(b) 
223—420 

پس تابع I(x)‏ تابع یك به یک می‌باشد. و در g(x) = 25-х?‏ 
fi‏ 3= × باشد. 4= 4/16 = 425-9 = g3)‏ 
x--3 fi‏ باشد. 4= g(-3) = 25-9 = J16‏ 


32-3 اما‎ f(3) = f(-3) 
تابع یک به یک نمی‌باشد.‎ g(x) پس تابع‎ 
فعالیت‎ 


اگر 8+ g(x) = x^ f(x) 23x‏ باشد نشان دهید که کدام‌یک از توابع» تابع یک به یک 


تشخیص quU‏ یک به یک از روی گراف 
اگر خط افقی موازی با محور X‏ گراف تابع را دریک نقطه قطع کند این تابعء تابع یک 
به یک است و اگر خط افقی گراف تابع را در اضافەتر از یک نقطه قطع LS‏ این گراف؛ 
OLE‏ تابع یک به یک نیست. 
مثال4: در اشکال داده شده مشاهده می‌شود که خط موازی با محور X‏ گراف تابع اولی را 
دریک نقطه و گراف تابع دومی را در دو نقطه قطع کرده است؛ پس تابع اولی؛ تابع یک به 
یک بوده» اما تابع دومی تابع یک به یک نمی‌باشد. 

۷ 


تعریف quU‏ معکوس: اگر f‏ یک تابع یک به یک باشد که ناحیة تعریف OT‏ و ناحیة 

قيمت‌های y ОТ‏ باشد. پس تابع B‏ درصورتی معکوس تابع Í‏ می باشد که ناحیۓ تعریف 8» 

y‏ باشد و do‏ قيمت‌های X OT‏ باشد by‏ یک تابع 8 درصورتی معکوس تابع Í‏ می‌باشد 
کک 

(f o g)x)-x 

(gof)x)-x 

(f o g)(x) = (go Р(х) =x 


مثال گد f^ (X) P адь f(x) =3x42‏ را دریایید. 


Je 
y=f(x)=3x+2 


х=3у+2 
3y=x-2 


3 J 2 
f(f (х) = (fG)-x 


EN TS 


است. 


x—2 


DR Cs ک٤‎ 
دھیم‎ eles 

(fog)(x) = (gof)(x) =x‏ می‌باشد. زرا که: 
(fog)(x) = 3(‏ 
3x =‏ = ۲2-72 3 
EAS ۲‏ 
یا f (fo))=‏ و SEWE‏ 

مثال6: اگر 1+ × = f(x)‏ باشد f (x)‏ و اگر g(x) =x?‏ باشد g(x)‏ را دريابید. 
حل 


g(x) = 


22)+2=х-2+2=х 


(go f)(x) = x 


y=x +1 
x=y +1 —y!zx-12y-Xx-1 


اگر (х) ay‏ کر نشان دھیم؛ پس: 
О ST‏ 


کب s‏ ضر رح( 
узу‏ با 8+" 


مشاهده می‌شود که g (X)‏ یک تابع نمی‌باشد زیرا اگر by x22‏ 2-= × باشد 
4= (2-)ع و 4= (8)2 می‌شود شکل را مشاهده EST‏ پس g(X)‏ یک تابع معکوس 
پذیر نمی‌باشد. 

مثال 7: برای کدام قیمت X‏ تابع 25-2 f(x)‏ با تابع معکوس خود مساوی می‌شود؟ 
حل: اگر y=5x-2‏ باشد معکوس آن x=5y-2 —5y=x+2‏ 


х+2 а 


y= 


x+2 


کات )502—0 = 

به قیمت x07‏ تابع ГО)‏ تابع معکوس خود مساوی می شود 
مثال 8: نشان دهید که توابع 7-2 fi)-‏ و 7342 ey к m gG)-‏ 
(Fog\(x) - f(g) - ۲+12 Е‏ 
(вох) = (0) = 807—2) = > 0x -2) 5 =x‏ 


پس g(x) +f(x)‏ معکوس یکدیگر اند از اینجا نتیجه گرفته می شود که ترکیب تابع و تابع 
معکوس oT‏ تابع عینیت (О) = x)‏ باشد. 


f(x) = 20‏ باشد )0( f‏ را دریابید و نیز نشان (fof^)(x) = x даз‏ 


d 


گراف تابع و گراف quU‏ معکوس Ol‏ 
در بین گراف تابع یک به یک f(x)‏ و گراف تابع معکوس (f ')×(( OT‏ یک رابطه 


وجود دارد؛ زیرااگر (а,Ь)‏ یک نقطه بالای f(x) OUS‏ باشد (b,a)‏ یک نقطه بالای 
OLS‏ تابع ЈО)‏ می‌باشد. که نقاط (a,b)‏ و (b,a)‏ نظر به خط ×= ر متناظر 
می‌باشند. 


مثال 9 اگر 3-2 = f(x)‏ باشد واضح است که feine‏ تابع معکوس f‏ 
می‌باشد. گراف هر دو تابع را درعین سیستم LS‏ وضعیه رسم نمایید و مقایسه ДЗ‏ که 
گراف‌ها نظر به خط × = رر رت 

я У=Х 
424) 


مشاهده می شود که گراف هر دو تابع نظر به خط مستقیم × = y‏ متناظر باشند. 


مثال10: اگر f (x)‏ دارای جوره‌های — 
(2-,3-),(1,0-) و (4,2) باشد گراف 
J б)‏ و f(x)‏ رادرعین سیستم کمیات 
وضعیه رسم کنید و OUS‏ دھید که هر دو گراف 
نظر به خط × у=‏ متناظر می‌باشند. 

مشاهده می‌شود که گراف‌های x SERS‏ 
шыгу)‏ حر متناظر می‌باشند. 


ө‏ معکوس تابع یک به یک نیز یک تابع می‌باشد. 

٭ خط موازی با محور X‏ (خط افقی) گراف تابع یک به یک را دریکک نقطه قطع 
NU‏ 

٭ برای دریافت معکوس dates y = f(x)‏ تابع را برای X‏ حل می نماییمء بعد را به و ۷ 
را به × تبدیل می کنیم. تابع به دست آمده (۴)' у= f‏ تابع معکوس f(x)‏ می‌باشد. 

° گراف تابع f(x)‏ و OLS‏ تابع معکوس f(x)‏ نظر به خط ×= رر متناظر می‌باشد. 
Range f (x) =dom f (х) sdom f(x) = Range f (x)‏ می‌باشد. 


oe‏ تمرین 
1 معکوس توابع زیر را دریابید و بگویید که معکوس کدام تابع نیز یک تابع می‌باشد؟ 


f= ))-1,0(,)-2,1(,)4,3(,)3,4(( һ= (01,4): (2,3), (4,05 
Ds ))1,2(,)2,3(,)3,2(,)4,1(( k= ((2,ا-),(1(,)1,2(,)0,1-,3,0(,)2))‎ 


2 - معکوس هر یک از توابع ذیل را دریابید وصحت ole‏ کرد را ہا f(f (бо) =x‏ 
امتحان کت 

f(x)=x+3 کک‎ 2x f(x) = 2x +3 

f(x)-x +2 (х) = (+2) а 


x 
(خط افقی) نشان‎ X گراف‌های توابع ذیل را رسم کنید وتوسط خط موازی با محور‎ - 3 
نیز یک تابع می‌باشد.‎ OT دهید که معکوس‎ 
7 - ۲ 
5 
یک از توابع ذیل تابع یک به یک می‌باشد؟‎ plus - 4 


fe)-l-x دوںع‎ 


1 
у=4х—5 y=6-x y =(x-2) w = y= 
x+2 


ہے 


٭ یا می دانید که تابع درجه یک را چرا تابع 
خطی می گویند؟ 

LT‏ گراف تابع درجه یک» یک خط مستقیم 
می‌باشد؟ 


پولینوم‌ها را در فصل اول مطالعه کرده‌اید. پولینومی که از یک حرف (متحول) تشکیل شده 
باشد به نام تابع پولینومی یاد می‌شود. 

b (Linear function) > (96‏ تابع درجه یک 

تابع پولینومی است که درجة ОТ‏ یک باشد. 

شکل عمومی تابع درجه یک (تابع خطی) f(x) =ax +b‏ می‌باشد که ۸۶0 a,b,‏ 
اعداد حقیقی باشند. 

به طور مثال: 4+ ×3 f()- 2x „[(х)=х-—1 А‏ و 10-2 توابع خطی اند. 
مثال 1: گراف تابع 3 го) =3х-‏ را رسم کنید ونقاط ee ٦‏ 
و Y‏ دریایید. 

„Ыш ihi‏ گراف ہا محور × عبارت 
از (4,0) و با محور Y‏ نقطه (3-,0) 
می باشد. مشاهده می‌شود که گراف تابع 


Ү 


درجه ER‏ یک خط مستقیم می‌باشد از این 
سبب تابع» درجه یک را به نام تابع خطی نیز 
یاد می کنند. برای ترسیم گراف تابع خطی 
کافی — که نقاط تقاطع گراف را با 
محورهای X‏ و ¥ به‌دست آوریم و خط 
مستقیم رارسم نماییم» طوری که در شکل مشاهده می‌شود. 0 4 8 X=‏ 


فعاللت 


گراف تابع y=fG)=x+]‏ و 1-×=ر رارسم کنید وکمیات LW AAA,‏ تقاطع 
OLS‏ با محورهای × و Y‏ را دریابید. 
uem‏ 2 
حل: در dbz‏ تقاطع OLS‏ با محور Y‏ قیمت × صفر می باشد ( 0 ×) 

2 
پس: О ес‏ 
ikä‏ تقاطع OLS‏ با محور Y‏ عبارت از )0,2( می‌باشد. 


و درنقطۂ تقاطع گراف با محور × قیمت fA Ly‏ صفر می‌باشد (0 = (FG)‏ درنتیجه: 


0=-22+2=х=-3 


پس ikä‏ تقاطع OLS‏ با محور X‏ عبارت از )73,0( می‌باشد. 
با fos‏ 095 دو نقطه )0,2( و )73,0( می توانیم خط مستقیم را رسم نماییم وهم 
می توانیم چند Шай)‏ دیگر گراف تابع را دريابيم که بالای همین خط مستقیم قرار دارند. 


96( درجه دوم (Quadratic Function)‏ و گراف Of‏ 
٭ این گراف‌ها از کدام نوع تابع اند؟ 
X‏ 


Y 


° این دو گراف با هم چه فرق دارند؟ 

k(x) = x”, h(x) =x? +3x ,g(x) =х? +1, f(x) =x? +75 +12 درتوابع‎ ° 
کدامیک از آن‌ها تابع درجه دوم نمی‌باشد.‎ r(x)=2x-l و‎ 

ot (Liner function) تابع پولینومی درجه یک به نام تابع درجه یک یا تابع خطی‎ ER 
می‌شود. تابع پولینومی درجه دوم به نام تابع درجه دوم یاد می گردد.‎ 


فعالیت 


٭ گراف تابع درجه دوم را به چه نام یاد می کنند؟ 

° محور تناظر گراف تابع درجه دوم کدام خط می‌باشد؟ 

٭ دهن گراف تابع درجه دوم چه وقت به طرف بالا و چه وقت به طرف پایین باز می‌شود؟ 
» رأس cS.‏ تابع درجه دوم در lus‏ حالت (Minimum) ç rol‏ و در plus‏ حالت 
اعظمی (Maximum)‏ می‌باشد؟ 

Max tady OLS LT e‏ رأس تابع درجه دوم را دریافت کرده می‌توانید؟ 

e‏ در کدام حالت OLS‏ تابع محورهای X‏ و Y‏ را قطع کرده می‌تواند؟ 

٭ یا کمیات وضع LW‏ تقاطع گراف تابع درجه دوم را با محورهای X‏ و دریافت 
کرده می‌توانید؟ 


ax’ + bx +c‏ = (×) ۴ شکل عمومی eU‏ درجه دوم می‌باشد که در آ ن 2 ,0 و ے اعداد 
Ү‏ 


حقیقی و 4۶0 است. 

گراف تابع درجه دوم 

سادەترین تابع درجه دوم f(x) = у= X°‏ که а=1‏ 

Б رای‎ e اد اک‎ 2= Te 
شود و قیمت‌های مربوط تابع یا به دست آورده شود‎ 
گراف آن رسم شده می‌تواند. طوری که درشکل‎ 
ای را‎ 

گراف تابع درجه دوم به نام پارابولا (parabola)‏ 
Е‏ 

که این گراف نظر به محور y‏ متناظر می‌باشد. خطی 

که از رأس پارابولا بگذرد و با محور Y‏ موازی باشد به 
نام محور تناظر یاد می‌شود که در این گراف محور Ү‏ 


(Vertex)‏ پارابولا یاد می‌شود. 


اگر 0 < 8 باشد دهن پارابولا به طرف بالا و رأس Maz‏ اصغری پارابولا می‌باشد. گراف تابع 


599) در انتروال (۰0,0-) متناقص و در انتروال‎ y = x^ 
ЫЎ رارسم‎ y=-x مثال 1: گراف‎ 

حل:دھن پارابولا به‌طرف оь‏ زیرا که 0 > a‏ 
می‌باشد. گراف در انتروال )700,0( متزاید و در انتروال 
)0,00( متناقص می‌باشد و رأس det‏ اعظمی پارابول 
می‌باشد. 


0) متزاید است. 


فعالیت 
گراف تابع 4+ ٹر سے بز را رسم کنید. 


Us‏ گراف О) =< эх) = 2×7, бо) =? gs‏ رادرعین سیستم کمیات 
وضعیه ترسیم نمایید و گراف‌ها را با هم مقایسه کنید. g(x) = 2x°‏ 


Саада ле Ш 


. АЕ 
Jf G) = x° ho)-De 
КШ БЕГЕ 
ы ë aD 
2 


1 و‎ 
h(x)= x 0 x 
enses 


X 
C3, 3,5). 
К 8 7 zo NB ESU) 
TPES ERE جوا‎ 
2 
که درحقبقت گراف => چھار واحد به طرف‎ H b+ 
پایین انتقال می یابد.‎ 1510.4) 


مثال4: گراف y=(x-4)‏ رارسم کنید. 


حل: اگر چند قيمت برای XK‏ داده شود وقیمت‌های مربوط GT y‏ به‌دست آورده شود. 


گراف تابع رسم می‌شود؛ طور زیر: 


مشاهده می شود که گراف در انتروال )4 ,=( 
متناقص و در انتروال )4,05( очык‏ اس 
C‏ مشود که گرا О Е‏ 
4 واحد طور افقی به طرف راست انتقال کرده است» 
رس پارابولا نقطۂ (0, 4) ومحور تناظر گراف خط مستقیم 4 = × می‌باشد. 


5,76 گراف تابع 1+ у=-—(х+3)‏ 


Y ات کک‎ 
у=-(х+3)*+1 RC ۳ s 


у= HE‏ سه واحد به طرف چپ 
و یک واحد به طور عمودی به طرف X‏ 
YL‏ انتقال شده است و نقطه رأس پارابولا 


(3,1-) است که بلندترین Aag‏ پارابولا 
٦٥‏ می‌باشد. که درشکل نیز | | 


х=» مشاهده می شود.‎ 
8-02 
i 80] ШЕЕ 


فعالیت 


< 


m т‏ ےہ 


نقاط تقاطع گراف b‏ محورهای X‏ و ۷: برای آسانی ترسیم یک پارابول می توانیم که 
bu‏ تقاطع پارابولا را با محورهای X‏ و Y‏ دریابیم (درصورتی که АРШ‏ محور X‏ داشته 
باشد) برای دریافت ikä‏ تقاطع OLS‏ با محور Y‏ در معادلة x=0 y = ах? + bx +c‏ وضع 


می‌شود. در نتیجه Y=C‏ می شود و برای دریافت نقاط تقاطع با محور × درمعادله У=0‏ وضع 


می‌شود» پس داریم که: 
y=ax°+bx +c‏ 


0 = ax! + bx +c 
ax! + bx + <0 
درجه دوم می‌باشد و چون می دانید که جذرهای این معادله عبارت اند از:‎ lalu یک‎ 


- 0 + | b” - Дас 


х=‏ می‌باشند. 
2a‏ 
می دانید که جذرهای این معادله در صورتی اعداد حقیقی می‌باشند که 0 < b? - 4ac‏ باشد. 
اگر 0 < 486- OLS aibb?‏ محور X‏ را قطع نمی کند یا به طور خلص درجدول زیر 
امن کی COLS‏ تابع (а=0) y=ax°+bx+c‏ 


دریافت کمیات وضعية نقطة رآس پارابولا: توسط طريقة تکمیل مربع می توان کمیات 
وضعیه رس باراتو y‏ را درنافت کرد 


b 
y = ax? +bx+c=a(x2+—x)+cC 
a 


re r- = T 2 


-a( e) -as سوب‎ a(x) — 
a 


4a 
f(x) = a(x —h)° +k 


2 
=a(x+—) + 
у=а( >) 


b 4ac-b2 
باشند؛ چون محور‎ (h,k) bo rm ; 


پس» کمیات وضعيۂ رس پارابولا ( 
تناظر از 45 رس پارابولا می گذرد» معادله محور تناظر = = بر است اگر а>0‏ باشد 
رأس اصغری (Minimum)‏ و اگر 0 > 4 باشد wi,‏ اعظمی (Maximum)‏ می‌باشد. 
مثال6: گراف تابع 5 + f(x) = 2 + 4x‏ را رسم کنید. 
dbz - 1‏ تقاطع با محور X‏ را به دست می آوریم» چون c-5,b-4 ,a=2‏ 
می‌باشد. 

A = b” -4ac =4° -4.2.5 =-24 <> 0‏ 
پس گراف» محور × را قطع نمی کندہ زیرا 0 > ۸ می‌باشد. 
ад - 2‏ تقاطع OLS‏ را با محور Y‏ به دست می آوریم» در این حالت 0 دی اا 
درتابع ۵ + ×0 + ×4 = لا درصورتی که Se ses ٥0‏ “ (0,6) نقطه تقاطع 
گراف با محور y‏ می‌باشد. 5 - 5+ 4۰0 + *2۰0 - )#00 
که در این مثال )0,5( ikä‏ تقاطع گراف با محور Ү‏ : 
Y‏ می‌باشد. y=2x“+4x+5‏ 


OLS - 3‏ وضعیةٌ رأس پارابولا عبارت اند از: )1,11 3,11-( 
ای D‏ 
О 9‏ 
 Aac-b? 4.2.5-4' 40-16 24 `‏ 
سی پچ а p‏ ہج ہے — 


)3 , 1-) کمیات وضعیه رأس پارابولا می باشد و )> 2,5-( 


х=— 


3 


را اصغری است. زرا که 0 < 2 می‌باشد. 


1 Na кы x محور تناظر‎ Moles - 4 
= — ——P = —  —H[ŠsƏU — ^ 3 -— 
X 2a 4 а 


ihola‏ محور تناظر گراف 1-= × می‌باشد. 


0,0) 


غرض ترسیم گراف می‌توانیم چند عط د گر 4+5 + f(x) 22x!‏ 
E‏ تھے ШШЕ»‏ 06 
TE ЕУ‏ 


مثال7: گراف تابع у=—3х^°—2х+1‏ را رسم کنید. 


ET‏ کر 


مربع نصف ضریب × راهم جمع و هم تفریق می نماییم. 


ЧЕ را‎ С 
у=-3|х о l ۳ 


2 1 1 2 1 4 
--3 = |-3 +1=-3| x?^--Tx-(2Y |+ 
у | ms d ( 9) Ë БА РИ 3 


1 4 
=—3(x+—)? + 
ک7‎ - 3) 3 


1 
در Am‏ جو dolus‏ محور DLS‏ بوده» 


1 1 
олу S) = sS‏ شر کو 
3 3 
А & П 2 ۰ 1 4‏ 
erry‏ کمیات وضعیةٌ ply‏ می‌باشد؛ چون 
می‌باشد. 
پادداشت: اگر تابع درجه دوم به شکل 
y=a(x-h) +k V y-k-a(x-hy‏ 
آورده شود. х=й‏ معادلة محور تناظر و y=-3x2 -2х+1‏ 


007 ; 
у=-3(х+= (۰+ cU ۹ ٢ 


x 


(h z 0) f(x) =ax +b‏ شکل عمومی تابع درجه یک یا تابع خطی می باشد و 


f(x) sy=ax°+bx+c‏ 0 شکل عمومی تابع درجه دوم بوده که گراف تابع 
درحه توم را به نام پارابولا ob (parabola)‏ می کنند. اگر a>0‏ باشد T‏ اصغری و 


7 
نت‎ MeL M UT 


,—-( کمیات وضعیۂ راس پارابولا 


23 43 


e b 

olus —‏ محور BE‏ پارابولا می‌باشد.اگر 0 < 486 - b^‏ = ۸ باشد. پارابولا 
a‏ 

محور X‏ را در دونقطه و اگر 0= ۸ باشد» پارابولا محور × را دریک نقطه قطع می AS‏ و 


اگر 0 > A‏ باشد پارابولا محور ٭ را قطع کرده نمی‌تواند. 


- С 
ЫЎ را رسم‎ (+3 ats - 1 
را درعین سیستم کمیات‎ g(x) 227-1 و‎ g(x) =2х+1 گراف‌های توابع‎ - 2 
وضعیه رسم و باهم مقایسه کنید.‎ 
تم(‎ MEUS са Го) = ×” els گراف‌های‎ -3 
وضعیه رسم و باهمدیگر مقایسه کنید.‎ LS را در عین سیستم‎ го) =+ و‎ 
معادله‌های محورهای تناظر گراف توابع زیر را دریابید.‎ - 4 
f(x)=x°+8x+13 (х) = х2 -12x+30 f(x) =3х^—2х+6 
0) OG 3 و‎ а(х) =(х+1)*, Л) SO 2( els گراف‌های‎ - 5 
چه ارتباط دارند؟‎ f(x) = x° رسم کنید و بگویید که با گراف‎ 
عبارت اند از:‎ ys-x!-1 کمیات وضعیۂ رأس گراف تابع‎ - 6 
а: )-1,1( Ь: (1,—1) с:(0,—1) d: (0,1) 

7 - کمیات وضعیۂ رأس تابع = ПОЕ j=‏ 

а: 1,1) b:)-1,2( Cem) d: )1,-2( 


1 


x = 


х+2 


K(x) =‏ یک تابع ناطق می‌باشد؟ چرا؟ 


دریافت ناحية تعریف یک تابع ناطق 
(Finding Domain of Rational function)‏ 
مثال 1: dot‏ تعریف هریک از als‏ ناطق ذیل را دریابید: 


х? -9 x х+3 
= J h = 
уш б юш eT 


ЈО) = 


ناطق f(x)‏ شامل Dom f(x) = {x/x € IR : ЕЕ‏ 
درتابع g(x)‏ ب4 х=—3 bx-3‏ مخرج تابح صفر می شود » درنتیجه اعداد 3و 55-3 
ات 

.3 عی× a‏ اد , IR‏ ×/ء) = Dom g(x)‏ 
چون مخرج تابع h(X)‏ به هیچ قیمت X‏ صفر نمی شود؛ پس ناحیة تعریف A(X)‏ ست تمام 


اعداد حقیقی می‌باشند. 
Dom h(x)=(—oo , œ)‏ با Dom h(x) = IR‏ 


ناحیة تعریف توابع ناطق ذیل را دریابید. 


x -5 x х+5 
— , (x)= e h(x)= 


f(x) = = 
۳ 5 ۶۸)" x 2595 


X 


مثال2: ناحیة تعریف و dol‏ قيمت‌های als‏ ناطق ذیل را دریابید. 


x+3 x-3 
f(x)- , g(x)2—— 
7 ×-4 a(x) x+5 


حل: deb‏ تعریف f(x)‏ تمام اعداد حقیقی بدون عدد 4 می‌باشند. 
dom f(x) = IR - {4} = ІК \ {4}‏ 


у= f(x) =**3 > у(х–4) =х+3 ху-х = 4у+3 
F (y-Dx=4y+3 


4y+3 
те 
Rangef(x) < IRMIJ LIR - (Ij 
می باشد.‎ C5) تمام اعداد حقیقی بدون‎ (X) تعریف تابع‎ dob 
dom g(x) = ІК – {—5} L {x e IR/x #—5} 


xy-4y=x+3—x= 


کے es ы‏ تحت 
x+5‏ 


— Range g(x) = IR - (lj v ty eIR/y #1} 
У 
فعالیت‎ 
ناحیة تعریف وناحیۀ قیمت‌های توابع زیر را دریابید.‎ 
Bo se 9 `! Nc 0 m(x) =—^ 
x 3 2-x 3х -2 


(Graphing Rational function) گراف تابع ناطق‎ 


1 күк 
ЛО) تعریف تابع‎ del صفر می شود؛ پس صفر در‎ all حل: چون به 0= × مخرج‎ 
domf = IR - (0) = 


conos‏ نیع ~= f(a)‏ را مطالعه می کنیم» 
چون 0=× درناحیة تعریف تابع شامل نمی ‌باشد 
برای ترسیم گراف این تابع به × قیمت‌هایی داده 
می‌شود که از هردو طرف به صفر نزدیک شود 
(تقرب کند). اگر IK‏ طرف چپ به صفر نزدیکک 
شود ( 0 <-) قیمت تابع به ٥‏ - تقرب 

می کند ۰۵ ج f(x)‏ و اگر × از طرف راست به 
صفر نزدیک شود )07 ×)قیمت تابع به +оо‏ 
هر ی کش( E E у‏ 
a‏ از طرف چپ به صفر تقرب می MUS‏ 


noe 


EEE roo ER Б, 


(Vertical Asymptotes) مجانب عمودی‎ 


р(х) Take 2‏ 
کا کر کک کا ار 
هر 22 c (ce‏ 


f (X) =‏ که صورت و مخرج فکتور مشت رک نداشته باشند و 


р(а) #0‏ باشد؛ اگر 20 g(a)‏ باشد خط x=a‏ مجانب عمودی تابع J G)‏ می‌باشد که 
یا به عباره دیگر» اگر ۵ — x‏ درنتیجه ممب ج f(x)‏ با مب — Í (x)‏ پس خط عمودی 
X = q‏ مجانب عمودی تابع می‌باشد. 

Sit‏ مہ ج х эа |6(х)‏ پس =× مجانب عمودی تابع می‌باشد. X‏ هر قدر که به 
قیمت ۸ نزدیک شود گراف cali‏ خط مستقیم ۵ = X‏ راقطع کردہ نمی تواند. 


1 : 
/(х) =‏ صفر شامل نمی‌باشد؛ پس 0= × یا محور ¥ مجانب عمودی УО) =— pl‏ 
اف 
مثال4: مجانب‌های عمودی توابع — 3 = sf)‏ کے eei‏ 

x | 5 

NCS) = se‏ دریابید. 
حل 


1 - غرض al‏ مجانب عمودی تابع OT f(x)‏ قمیت × را که مخرج تابع را صفر می کند 
domf(x) = {х/х eIR ,x #3}‏ 
خط مستقیم ХЕЗ‏ مجانب عمودی تابع f(x)‏ می‌باشد. 


x 20) 
BO) arg (x —5)(x +5) 


х-5=0=х=5 

x+5=0>x=-5 

به قیمت 5 = ۲ و 5- = × مخرج تابع (X)‏ صفر می شود؛ پس اعداد X=5‏ و х=—5‏ 
در 4>L‏ تعریف تابع g(x)‏ شامل نمی‌باشند. 

dom g(x) = {х/хєІК ,x#-5,x #5} 

خطوط 5> X‏ و 5 = x‏ مجانب‌های عمودی تابع g(x)‏ می‌باشند. 

a 

+25 © 

E NUM 


3 چون با هیچ قیمت × مخرج تا — صفر نمی‌شود. یا این تابع مجانب 


مجانب افقی Horizontal Asymptote)‏ ( 
ه رگاه در یک تابع ناطق صورت 3 مخرج ae‏ باشند» واضح S Ro‏ خارج‌قسمت 


یک ote‏ ثابت می‌باشد. اگر این عدد ثابت b‏ باشد؛ پس خط افقی 5 = y‏ مجانب افقی تابع 

озу‏ که این خط» خود محور X‏ وبا موازی با محور X‏ می‌باشد. درحقیقت b эде‏ عبارت 

از نسبت ضرایب بلندترین توان‌های صورت و مخرج می‌باشد و یا صورت را بالای مخرج 
a жоу: !‏ ۱ 

مجانب افقی را این طور تعریف می‌نمایيم. 

اگر b x — co‏ — ج x‏ و درنتیجه b‏ ج f(x)‏ پس خط у= Б‏ مجانب افقی تابع f(x)‏ 

می باشد یا اگر ۵ >| x‏ | درنتیجہ y > b‏ خط مستقیم y =D‏ مجانب افقی تابع می باشد. 


2 Se 

مثال iS‏ گراف تابع =( را ترسیم AS‏ 

dc 

1 - تقاطع گراف b‏ محور IX‏ درنقطه تقاطع گراف با محور Q)‏ قیمت 20 f(x)‏ 


_ Ж 


می شود درنتیجه داریم کە: Ex mU‏ 0 
ھ4 Ir‏ 0 20 مم А‏ 
2 - نقطة تقاطع گراف با محور ¥: 0= = = 7 =)0(£ پس ib (0,0) ikë‏ 


تقاطع گراف با محور × و Y‏ می‌باشد یا OLS‏ این تابع از مبداء کمیات وضعيه می گذرد. 
سا 


2 2 
а = رل تج‎ ۹ 
2х 2 


+2 مجانب افقی را نیز 
ترسیم کنید. 


معلوم می کنیم؛ طورمثال : 


blä‏ تقاطع با محورها را تعیین می کنیم. مجانب‌ها را رسم نموده» بعد گراف تابع را رسم 
می کنیم» طوری که درشکل مشاهده می‌شود. 


3 A 
را ترسیم کنید.‎ fA- گراف تابع‎ 


مثال6: گراف تابع у=‏ را ترسیم نمایید مجانب افقی و عمودی تابع را دریابید. 
حل: معادله‌های مجانب‌های عمودی و افقی عبارت اند از: 
T‏ - معادله مجانب عمودی: 2 < × 
2 - معادله مجانب افقی: 1= ر = Р(х)‏ 
3 - تقاطع با محور LLY‏ 1-0 شود. در نتیجه 1- = f(X)‏ می‌شود» گراف محور Y‏ 
را در نقطۂ (1-:0) قطم می‌کند. 
4 - تقاطع با محور X‏ باید 0-(1006 شود در نتیجه 


در ibz‏ )2,0-( گراف محور X‏ را قطع می AS‏ 


5 -برای آسانی ترسیم گراف» قیمت‌های هر شاخ تابع را درجدول ذیل مشاهده کنید. 


مه ۲۳7۳۲۳۲۳5۹۳ ی 


ma 
8 . 


(-2,0) 


)0,-1( <— 


Y x 
(Т9) 


4 2 4 2 

اگر صورت بر مخرج تقسیم گردد 2 

ЛО eye ss درحقیقت گراف تابع‎ 
x 

طرف راست انتقال شده است 9 Y= (х=‏ مجانب افقی تابع می‌باشد. 

(slant or Oblique asymptote) مجانب مایل:‎ 

هرگاه درجه صورت یک تابع ناطق از درجه مخرج به اندازۂ یک» اضافه ترباشد واضح است 


2 


f G) =‏ را ترسیم کنید. 


+1 Фк 3 
حل‎ 


f=" 
X 


+1 2 
=х+1+— 


к 


2 2 2 2 
quc SIN‏ به صفر نزدیک می‌شود. درنتیجه» گراف به خط 
эе‏ 


у= f(x)=x+1‏ نزدیک می شود که همین خط 1 × = نز عبارت از مجانب ple‏ تابع 


f(x)‏ می‌باشد. 


2 - 45 تقاطع با محور Y‏ 1--1-2- سک +۶)0(>0+1 گراف محور را در 
نقطه (1-,0) قطع می AS‏ 

3 - واضح است که گراف محور X‏ قطع کرده نمی‌توانده زیرا که 1-/< 5 می‌شود. 
4 - مجانب عمودی n‏ 
s х-1=0 >x=1‏ 
5 - واضح است که مجانب افقی ندارد. 


сеа =‏ هدس 


می آوریم و گراف تابع را رسم می‌نماييم. 


2 
x +I 
را‎ о) = 
x-2 


مثال8: گراف تابع 
رسم AS‏ 
l‏ مجانب عمودی تابع 2 = x‏ می‌باشد زیرا که: x-2=0— x=2‏ 


x +1 


EM 2‏ $ : 5 = 
L2‏ 1+ بن لا حون تقسیم می کنیم داریم که: "m Wii mem‏ 


= = 5 = 
ыз ук E 5‏ به صفر Kay‏ می‌شود و اک تابع به خط у=х+2‏ 


نزدیک می‌شود. که 2+ × = ل مجانب مایل این تابع می‌باشد. 


= 1 ے 


0+1 1 
(0) = —— --— 
(0 0-2 2 


4 - گراف با محور X‏ تقاطع ندارد» زیرا که اگر ۵ 3+ 


+1 
== 5x +1505 х = /-1 аА о 
х— 


گراف تابع را رسم کرد. 


Р(х) 


g(x) 
مجانب افقی می‌باشد.‎ X باشد محور‎ m«n -اگر‎ 1 


اگر در تابع = f(x)‏ اعداد em‏ به ترتیب درجه‌های صورت و مخرج باشند» پس: 


2 - اگر у= Б ль т=п‏ مجانب افقی می‌باشد. b‏ عبارت از نسبت ضرایب حدود 


(b, 2 0).f(x) =‏ باشد ہے 


n 


ах" +...+а, 
b,x" t... b, 
عبارت از مجانب افقی تابع(0] می باشد.‎ 

3 - اگر m» n‏ باشد گراف مجانب افقی ندارد. 

4 اگر درجة صورت e‏ اندازۂ یک اضافەتر از درجة مخرج باشد. گراف تابع مجانب مایل 


درجه‌های П‏ و ظ می‌باشد یا اگر 


دارد که در بی‌نهایت با گراف موازی می‌شود. 
یک تابع ناطق می تواند یک یا چند مجانب عمودی را دارا باشد. درحالی که یک مجانب 


افقی با مایل داشته می‌باشد. 


چا Wee‏ 
1 < تمرین 
3x " ۱‏ 
1 - مجانب‌های عمودی و افقی تابع f(x) = ug‏ را دریایید. 


4 
x 


2 - آیا تابع е‏ ٹج کٹ 


dob З‏ تعریف توابع oslo‏ شدۂ ذیل را دریابید و نیز معادله‌های مجانب‌های عمودی آن‌ها 


را بنویسید. 
3x? х+7 х+7‏ ×5 
f = —əƏ > 9 = aaalllt К һ = — 5 k >‏ 
(x) x—4 g(x) (x - (x +4) (x) х? —49 (x) x? +49‏ 


4 - مجانب‌های عمودی توابع ذیل ( اگر داشته باشد) را دریابید. 


Ж х +3 x X 
f(x) = ——, g(x)- , h(x) 2 ————, k(x) = 
(x) x+4 g(x) x(x +4) (x) x(x +4) 1 x +4 
گراف توابع ناطق زیر را رسم کنید.‎ - 5 
4x 2x 
=, сы 
MAS D od eee 
عبارت است از:‎ Lo Eu مجانب افقی تابع‎ - 6 
ак уы? БЕУ S с: ۷ > 2 d: y=-3 


P 1 ТЕРЕ 
را رسم کنید و با گراف تابع‎ f(x)- 3 nem گراف توابع‎ - 7 


х+2 


ао 
x 


2 
ble — - 8‏ تابع — را دریابید. 
x-1‏ 


* تابع در بین دو ست یک رابطة یا قاعده می‌باشد» طوری که هر عنصر ست اولی محض 
با یک „ше‏ ست دومی ارتباط داشته باشد. ست اولی به نام ناحیة تعریف (Domain)‏ 
و ست دومی به نام (Ragne)‏ یاد می‌شود يا ali‏ ست جوره‌های مرتب می‌باشد که عناصر 
اولی آن تکرار نشده باشند. 

٭ روش EDI‏ یک تابع у= f(x)‏ می‌باشد» برای یافتن قیمت یک تابع» در یک نقطه قیمت 
داده شده × را در ales‏ تابع وضع می‌نماييم» قیمت تابع در همان نقطه به دست می آید. یک 
doles‏ وقتی نشان دهندة یک تابع می‌باشد که برای هر × یک y‏ و جود داشته باشد. 

٭ درناحیة تعریف (Domain)‏ یک تابع اعدادی شامل می‌باشند که تابع در ОТ‏ تعریف 
شده باشد یا قیمت تابع یک эде‏ حقیقی باشد. گراف یک تابع در مستوی XY‏ ست نقاط 
S‏ می باشند» طوری که f())‏ = ر S = 1(x,y)|‏ که 6 در dob‏ تعریف تابع شامل باشد. 
اگر خط موازی با محور Y‏ گراف را محض دریک نقطه قطع کند گراف» گراف یک تابع 
می‌باشد. 

/(х)=с ۰‏ تابع ثابت +b‏ ×ھ = f(x)‏ تابع خطی )0 f(x) = x [h z‏ تابع عینیت و 
f(x) =× |‏ تابع قیمت مطلقه می‌باشد که ناحیة تعریف OT‏ اعداد حقیقی و ¿>Ü‏ قیمت‌های 
آن صفر و اعداد مت حقیقی می‌باشند. 

al ө‏ علامه این طور تعریف شده است 


1 :  < 0 
f:IR IR sgn(x)24 0:х=0 
-1: ۴× >0 


ناحیة تعریف این تابعء ست اعداد حقیقی و ناحیة قیمت‌های ОТ‏ [1,0,1- می‌باشد. 
y=ax”+bx+c o‏ , ۶0 8 شکل عمومی تابع درجه دوم بوده که گراف تابع درجه دوم 
را به نام پارابولا (parabola)‏ یاد می کنند. اگر 0 < 4 باشد رس اصغری و اگر а<0‏ 


b 4ac-b? Р | К‏ و 
باشد راس پارابولا iau‏ اعظمی گراف می‌باشد. (-------,---) کمیات وضعیة راس 


23 48 


x b 

bb‏ بولاه — iala‏ محور bls‏ پارابولا می‌باشد؛ اگر 0 <426- *9 = А‏ باشد 
а‏ 

پارابولا محور × را در دو نقطه اگر A=0‏ باشد» پارابولا محور X‏ را در یک نقطه قطع 


می کند و اگر 0 > A‏ باشد پارابولا محور X‏ را قطع کرده نمی‌تواند. 
e‏ اگر درتابع xy f(x)‏ > ,× باشد ونتیجه شود که f(x) ГО)‏ شود تابع متزاید و 
اگر x «x,‏ باشد و درنتیجه f) < /(х,)‏ شود تابع متناقص. اگر /Сх)= (х)‏ 
باشد تابع f(x)‏ جفت و اگر f(-x) = -FG)‏ شود تابع f(x)‏ تاق می‌باشد. 
e‏ انتقال به )2( نوع می‌باشد ( انتقال عمودی و انتقال افقی C‏ 
انتقال عمودی: هر گاه C‏ یک эде‏ مثبت باشد. 
اگر گراف تابع у = f(x‏ به اندازۂ > واحد طور عمود به طرف بالا انتقال شود گراف تابع 
у= f(x)+c‏ به دست می آید. 
اگر گراف تابع у= f(x)‏ اندازۂ > واحد طور عمودی به طرف پایین انتقال شود گراف 
yof(x)-c wl‏ دست می‌آید. 
e‏ انتقال افقی: ه رگاہ C‏ یک عدد مثبت باشد. 
اگر گراف у= f(x) eb‏ اندازۀ ٤‏ واحد e‏ طرف چپ انتقال داده شود گراف تابع 
у= f(x+c)‏ به دست می آید. 
اگر گراف а y=f(x) мб‏ اندازهُ C‏ واحد به طرف راست انتقال شرف CAF‏ تابع به 
у= f(x—c)‏ دست می آید. 
o‏ عملیه‌های توابع طور زیر تعریف شده‌اند: 
(f + g)(x) = f(x) + р(х) (f —в)(х) = f(x)—g(x)‏ 
(f -g)(x) = f(x). g(x) (569 - £89. (g(x) ۶ 0)‏ 
g g(x)‏ 
dom (f  g)(x) = dom f f) dom g‏ 
dom (f — g)(x) = dom f N dom g‏ 
dom (f -g)(x) = dom f N dom g‏ 


dom (E(x) = dom f N domg — {x/g(x)=0} 


dole‏ تعریف توابع مرکب: 
Dom(fog)(x)-f/xedomg , g(x)edomf]‏ 
Dom (gof)(x)2ix/xedomf , f(x)edomg}‏ 
ө‏ معکوس تابع یک به یک نیز یک تابع می‌باشد. 
Lee‏ موازی با محور X‏ (خط افقی) گراف تابع یک به یک را دریکک نقطه قطع 
ае‏ 
° برای دریافت معکوس تابع یک به یک у= f(x)‏ معادله را برای X‏ حل می‌نماييم» 
بعد × را به sy‏ را به × تبدیل می کنیم. تابع به دست آمده о)‏ تابع معکوس JG)‏ 


می‌باشد. 

OUS‏ تابع f(x)‏ و OLE‏ تابع معکوس f(x)‏ نظر به خط ×= متناظر یکدیگر 
می‌باشند. 

٭ اگر در تابع ناطق = f(x)‏ اعداد n sm‏ به ترتیب درجه‌های صورت و مخرج 
پس: 


т=п d‏ باشد y=b‏ مجانب افقی بوده و D‏ عبارت از نسبت ضرایب حدود 


b. г mu 


n 


درحه‌های 0و 1 می‌باشد پا اگر 


عبارت از مجانب افقی fO e‏ می‌باشد. 
- اگر m» n‏ باشد مجانب افقی ندارد. 
ile‏ درجه صورت به اندازة EK‏ اضافه‌تر از درجة مخرج باشد. گراف مجانب مایل 
دارد. 
ER ө‏ تابع ناطق می‌تواند یک یا چند مجانب عمودی را دارا باشنده در حالی که یک مجانب 
افقی یا مایل داشته می‌باشد. 


1 - کدام‌یک از ست‌های جوره‌های مرتب زیر تابع را نشان می‌دهد؟ ناحیه‌های تعریف و 


قیمت‌های WOT‏ را تعیین کنید. 
шашы‏ تھا رین = })12),(3,4),(5,5({ -1 


2-- ))3,4(,)3,5(,)4,4(,)4,5(( 
3 ((1(,)0,0-,ا-),(2-,2-),(3-,3-))‎ 
4—  1(54).(,5).(1,6)j 


gx) =x? «2x «3 51-2‏ باشد gC x),g(—1)‏ و (5 +806 را دریابید. 
3 ۔اگر 1« h(x) =×“ ex^‏ باشد h(-x) h(-D,h(2)‏ و (За)‏ را دریابید. 
deb - 4‏ تعریف توابع ذیل را دریابید. 


f(x) = 2× f(x) =(x-3)? 
f(x) = 416-x? f(x) = E 7 
TE 


16.4 


f(x) = үх? – 4х – 5 


X205 


x<O ,‏ : ۶+3 
اک تم ]5 ۵٠٣‏ و )£2 را دریاید. 
x+3 : x>— _‏ 
کک و ку‏ اس «ut‏ (6(,8)0-)ع و 8C3)‏ دریابید. 
xo‏ 
4-7 5 و h(5) h(0,hG) о e|‏ را دريیید. 
55 = 6 


8 - کدام یک از معادله‌های زیر یك تابع را تعریف می کند: 


х+у=16 x? +y=16 x^ - y? =16 
х=у? у=ух+4 x+y =8 


9 در توابع زیر کدام یک تابع تاق» کدام‌یک جفت و کدام‌یکک نه تابع جفت و نه GU‏ 


می‌باشد؟ 
2 2 2 4 
[(х)= ó‏ : ۱ ۲2۶ ع(هاا , 5+ f(x)zx —2x‏ 
х‏ 
10 - گراف‌های توابع 1- ”× = (x — D° Lx)‏ = (×)٤را‏ رسم وبا گراف f(x) = х?‏ 


f 
توابع زبررادربایید وناحیۀ تعریف هر یک راتعین کنید.‎ С) Lif-g),(f-g),(f+g)-11 


f(x) 24x-1 g(x) 26x «3 
f(x)-42x-5 g(x) 244x -9 
f(x) = 4х? -11x +2 р(х) = х? +5 


12 اگر ×2 - g(x) = 8x +1 Ое (х) = 4x?‏ باشد ؛پس: 
(f +g)(3) (f + в)(—5) ۱‏ 
(fog) (2) (gof)(-5)‏ )4( © 
را دریابید. 


с راد ای‎ OS 
f(x) = 8х +12 g(x) = 3х –1 را دریابید اگر‎ got 510g 


f(x) =5х +3 g(x) =—х^+4х+3 
f(x) =—x`+2 g(x) = 4х 
۲-1 g(x) =x? 

X 


f(x) 24x42 g(x) = 8х? -6‏ 
4 با در نظرداشت AS‏ تابع yf)‏ بگویید که گراف تابع 5 - у= (х)‏ به اندازه 
و انت 
w -a‏ طرف پایین انتقال شده است -b‏ به طرف بالا انتقال شده است 
C‏ -به طرف راست انتقال شده است -d‏ طرف چپ انتقال شده است 


5 - اگر(06] طور زیر تعریف شده باشد. گراف OT‏ را رسم و ناحیه‌های تعریف و قیمت‌های 


ns сы) ال‎ 
-х+2 х>1 
f(x) =4 x -1>× >1 


x+2 x- l 
2x 2 
× +1 


17 ساحة تعریف و ساحة قیمت‌های تابع f(x) = /2х—1‏ راج کان 
18 ساحه‌های تعریف توابع ناطق زیر را دریابید و اگر مجانب عمودی داشته باشند معادله 


cle‏ مجانب‌های عمودی را نیز به دست آورید. 


5x 7х х +8 
f = = h = 
(x)= 20(- تا‎ 
x+8 x+7 x+7 
f(x) = = = 
=: = p 
توابع‎ ce گراف‎ 19 


£(x) = х -2 (х) = х? -1, f) = x! +1, f(x) x +2‏ رادر عين سیستم 
کمیات وضعیه رسم و آن را با گراف تابع ES‏ ا QU‏ 
OLS - 0‏ وضعیة رأس‌ها و معادله‌های تناظر توابع درجه دوم زیر را دریابید: 
y-(x-2y y=(x+3) -4‏ 
X 2‏ 
2 


х+2 


22 مجانب عمودی و مایل تابع Ё(х)=‏ را دریابید۔ 


АЕ مجانب افقی ا‎ ilu - 3 
x — 


D Sp x s Sac d  y-4 


f(x)-‏ رارسم کنید. 


3х+1: 2 
E x< ЕЕ 24 


5 - گراف تابع کت را رسم و ناحیة قیمت‌های این تابع را مشخص AS‏ 
6 در ناحیة قيمت‌های تابع علامه کدام اعداد شامل می‌باشند؟ 

7- معکوس هر یک از توابع زیر را دریابید و نیز نشان xa»‏ که ×= f(f (x)‏ 
می‌باشد. 


f(x) o cx f(x) = 8x -1 f(x) = x7 +6 


4x +6 f(x)- x!-1 


])×( = 


LT- 28‏ تابع В(х) =X"‏ معکوس پذیر می‌باشد (معکوس OT‏ نیز یک تابع ee‏ 
29 اگر (fog)(x) = (gof (x)‏ باشد تابع با g‏ چی رابطه دارد؟ 

dandy OLS - 0‏ نقاط تقاطع گراف تابع 3-2 g(x)‏ با محورهای X‏ ولا نا 
دریابید. 

1 - گراف f(x) = -3 eb‏ را رسم کنید. 

32 کمیات Мә,‏ نقطه رأس گراف تابع ۷(۶ "۷" 

го) ==" o o M 

f(x) = ×” را رسم و با گراف تابع‎ fe) = Tx Ое(х) = 2х2, f(x) 23x? 
СЕ 


х? 
عبارت است از‎ f(x)- 


1- 
34 مجانب مایل تابع 


€ 


UT‏ زاویه در مثلثات و هندسه با هم فرق 
دارد؟ 


LT‏ در هندسه زوایای منفی وجود دارد؟ 


از هندسه می دانيم» زاویه شکلیاست که از اتحاد دو نیم خط که مبداً مشترک داشته باشند 
تشکیل شده باشد که مبدأی eS pia‏ عبارت از رأس زاویه می‌باشد. در هندسه زاویه از 1° 
JI‏ | ?360 می‌باشد؛ لیکن در مثلثات علاوه بر زوایای مثبت یا منفی به هر اندازه زاویه را 
می‌توانیم داشته باشیم. 

در مثلثات زاویه از دوران یک خط طوری که یک انجام OT‏ ثابت باشد حاصل می‌شود که 
بعد از دوران خط اولی» موقعیت ضلع دومی را اختیار می کند.(یک ضلع ОТ‏ در نقطة رأس 
دوران می کند) 

دوران مطابق حر a (clockwise) eU. а де CS‏ و مخالف حرکت А уде‏ ساعت 
(counter clockwise)‏ مثبت فرض شده است. 

ضلع اول را ضلع ابتدایی (initial side)‏ و ضلع دوم را ضلع نهایی (terminal side)‏ 
ہے گویند؛ طوری که در شکل نشان داده شده است: 


۰ 5 x چچ‎ 
o8) | Initial side مثبت‎ 4313 x منفی‎ 91) 


ضلع اولی 


— 
اگر در شکل نیم خط ОА‏ را خلاف де CS > Cee‏ + ساعت دوران دھیم А9)‏ 0 به 
— 

دست مي‌آید. اگر نیم خط LOA‏ اندازۂ 360° ES)‏ دور مکمل) دوران دھیم و دوران 
چ 

را ادامه دهیم تا نیم خط OA‏ به موقعیت OB‏ برسد در این 

صورت. اندازۂ L.l‏ تشکیل شده ”360 + 0 می‌باشد» 

اگر بعد از دو دور کامل به نقطه B‏ برسیم ТЕЕ‏ 

e‏ +9 و به همین ترتیب اگر نیم خحط 

ОА‏ را کا دوران دھیم و به نقطة В‏ برسیم اندازۂ زاویه 

360°- +0 می‌شود؛ طوری که مشاهده می‌شود در 


مثلثات زاویه‌های بزر گتر از 360° نیز وجود دارد. 
مثال 1: زوایای 60° ] 60° H‏ 360°[ 360° 720° و "720- را رسم کنید. 


720 - 360 о 8 


-720° — 360 о ۸ 
-60 


زوایای 45° , "90 , *180- و 180° رارسم کنید. 


واحدهای اندازه گیری 14913 زاوبه را توسط درجه گراد و رادیان اندازه می کنند. 


1 : 
درجه: 360 ie~‏ یک دوران (Rotation)‏ عبارت از درجه می‌باشد یا = i‏ یک 


)431 قایمه عبارت از درجه است. 
:3600 =60-60= 1° ۰ "60۔1 , '1°=60 
1 1 1 
o = 1 г as , = 17 А о = 1"‏ تو 
)5600 )60( )60( 


مثال2: 71° '15 35° را 4 شکل اعشاری A +з A j>‏ و °)48,3625( را به درجه» 
دقیقه و 456 (DMS)‏ تبدیل کنید. 


حل 
o , " 0 15 o 21 о о о о о‏ 
35,2575 = 0/0075 + 0.25° + ۳-55 )2( 27۳-350 15 35° 
3600 60 
')21,75( + 48° = ')60 .0,3625( + 48° = ?0,3625 + 48° = ?48,3625 
"45 '21 0,75-60)"=48°(+')21(+ 48° = 
"12 '47 ?536 به درجه تبدیل کنید و 55,967663° را به درجه دقیقه و DMS <Ú‏ 
(раз Degree, Minute, Second‏ کید. 


A z =‏ 1 
گواٹ۵: گراد نیز واحد اندازہگیری زاویه می‌باشد که — حصۂ یک دوران عبارت از 


400 
cK 4 e 3‏ گراد عبارت از دقیقه گرا | 4 دقیقه گراد عبارت از 
É‏ شل, —— حصه E IN‏ ت از 4295 کر اد 42095 کر اد =з‏ 
وک 100 š‏ اس ار = 100 <“ = 25 > 
ثانیه گراد می‌باشد. 
Ig=100"g ,  1g-10000"g‏ , 18-1002 


تبدیل درجه به گراد و گراد به درجه: می توانیم که درجه را به گراد و گراد را به 
درجه تبدیل EK) gules‏ دوران 360° و یا 400g‏ می‌باشد.) 

AS раз "45را به گراد و 1002 رابه درجه‎ 3 Jeo 

AIDS eI [с ЕЕ‏ ہہ" 


360° = ج400 

360, 9 
1 = == 2 = (— о 
«00 ۰۰۹ 


9 
100g 2100(—)? = 90° 
g Sm 


360° = 400g 
400 10 

1° سے‎ pg =— 
Aan s 


45° = 4502) = 50g 


Е ТЕА d _0 
180 200 ° 180 200 
_ ۱30100 5. 

200 


(Radian) obol‏ علاوه از درجه و گراد واحد دیگر اندازه گیری زاویه عبارت از رادیان 


می‌باشد. رادیان عبارت از اندازه )491 مرکزی 
می‌باشد که طول قوس مقابل آن مساوی به 
طول شعاع opla‏ باشد. رادیان در ریاضیات عالی 
موارد استعمال زیاد دارده در شکل زاویة مرکزی 
АСВ‏ شعاع دایره و طول قوس AB‏ مساوی 
به ۲ است. انداز АСВ.‏ عبارت از radian‏ 1 


^ ЕСЕ 
ACB = Iradian = 1“ 


در دایرۂ مثلثاتی یا دایرۂ واحد (Unite Circle)‏ که شعاع UR‏ 
^/ 


A در مبدأی کمیات وضعیه واقع باشد‎ OT طول و م رکز‎ Joly OT 
مساوی به طول قوس مقابل‎ TIE 91) 5910 


می‌باشد. 


AB-S radian‏ .25-45 - و 
r‏ 


چون محیط C= 27۳ o plo‏ است. پس лавси radian‏ بدین‌معنی که یک دور 
Eo ٦‏ 1 
2n® = 360°‏ 
180° 180° 360° 
on m 3/4159‏ 
pom _ 4 8 7‏ 
180 180° "360 


۳ = (57,29578)° = 57° 17 45" (57,3)? 


= 0,01745 Radian 


مثال4: طول قوس مقابل )91 مر کزی т radian‏ را معلوم کنید؛ اگر قطر دایرہ 30m‏ 
Non‏ 


s-r.6- 157) = Sm х 15.7 


طول قوس مقابل یک زاویڈمر کزی 11584 چند سانتی متر می باشد؛اگر شعاع دایره 1000100 باشد؟ 


تبدیل درجه و گراد به رادیان و تبدیل رادیان به درجه و گراد 
چون 400g — 2n"‏ = 360° می‌باشد. 

do m асан 
360° 400 2r 
bs 


== == تا 
аео‏ 


به همین ترتیب چون: 360°= 2т*‏ 


360., 180., 
P = (—)° =(—) 
2n T 
ГЕ uu c ہہ‎ ۵٥9 
T 3,1415 
کنید.‎ раз به رادیان‎ 40?  —100g, — 400" , 220° ٣ 
7 
ار‎ e = ү = 
چو ا پس‎ 
5°. C ای‎ ۲ 220. T ш ain 
180 12 180 9 
K зш radain 409 .—. ce 
180 9 180? 9 


چون یک دور مکمل *27 و یا 400g‏ می‌باشد؛ پس: 
T‏ 27 
lg 2 (——)5 2 (—)5‏ 
)500 = )8 
—100g = (-100-——)* = (‏ 
سؤال: اگر از اندازة زاویه‌یی بر حسب گراد 30واحد کم کنیم؛ عدد حاصل برابر اندازۂ 


زاویە بر حسب درجه خواهد بود. اندازۂ این زاوبه برحسب رادیان چقدر است؟ 


حل 
30-р noce amc‏ 10 
2 7 180 9 
"0ھ 0 =30>D‏ ا 0-0-30 


i‏ مطلوب T‏ رادیان می‌باشد. 


مثال 6: 8۳ھ نے و бл‏ رادیان را به درجه تبدیل کنید. 
6 9 
-Ь‏ ۲ حصه یک دوران te (Revolution)‏ رادیان می شود؟ 


is = لا‎ 5 л 180 6 
T 5 m 
aem deo MUR ON TO EE ORO TT 
6 T 7 9 m 


b: 


= 17 27? = radian 
4 2 


1 Revolution А Re volution 
А 37 А 
2 т Radians : -27 p Radians 


202 
A 


907 - T Radian 
2 


بیشتر ارتباط بین 
درجه و رادیان 
شکل زر را نز 


DESI مشاهده‎ 


زوایای کوھت 3 رادیان را به درجه تبدیل کنید. 
4 


4 ”12 
مثال7:‎ 
T 117 2л 


(a)‏ زاویه‌های — , —— و —— ;531 نشان دهید. 
زاو b p RUE‏ درشکل 


(b)‏ در شکل چرخ بزرگ و کوچک olis‏ داده شده‌اند؛ اگر مقدار زوایای ,0 و Ө,‏ بر 


حسب رادیان باشد مقدار )!54 Ө,‏ را از جنس ,۰0 7 و һ‏ دریابید. 


(a) : > 


از شکل مشاهده می شود که اضلاع دوم زوایای a‏ 2 با هم منطبق اند. 


مثال8: مقدار )431 مثبت را به رادیان دریابیدء درصورتی که ثانیه گرد ساعت 40 ыб‏ 


دوران کر ده باشد. 
"E ne c‏ 2 40 
حل: چون 60 ast‏ یک دور مکمل یا 27 boly‏ می شود پس Rev‏ .= 7 3 


چون یک دوران Radian‏ ۳ باشد پس 2л = E Radian‏ = 
| 3 3 


و نیز برای یافتن زاویە در بین دو уде‏ & ساعت از فورمول Ө= 5,5 min- 30hr|‏ استفادہ 
on‏ می توانیم؛ طور مثال: در ساعت 0425240,3 زاویه بین уде‏ 4 ساعت گرد و دقیقه گرد 
چند درجه است؟ 


0 = ]5,5 ۰40-30۰3 - 130* 


1- اگر قوس مقابل یک b ly‏ مرکزی 50600 و شعاع دایره 25010 باشد» b ly‏ م رکزی 
چند رادیان می‌شود؟ 
2- ٭32,4222را به درجه دقیقه و انیه تبدیل uS‏ 


1 = 
ےج CC‏ و че‏ ود 


4 کد رادیان ٥٤‏ با ہپ ہہ" 
۶۹۷١١ 4 720° ۹ ۹۹۶۹٤۶‏ 5 


4 JL X 1 

6- معلوم کنید که Е СЕ Te‏ 
درجه می‌شود؟ 

57 2r | п nnm. 117 _7 


4 66 10 2°5 
^a. -8‏ طول انیه گرد یک ساعت бст‏ باشد. در 40 asi‏ ثانیه گرد چند سانتی‌متر فاصله 


ey ۲ 
Е OR 5 : . 
— "9 расы 9-اگر شعاع دایرہ‎ 


رادیان را به درجه تبدیل کنید. 


0- اگر گردش ثانیه گرد یک ساعت 35 انیه باشدہ ثانیه گرد چند رادیان زاوية مثبت را 
طی می کند؟ 
1- مجموع دو زاویه 152° است. اگر انداز؛ یکی از آن‌ها برحسب درج ply‏ اندازة 
دیگری برحسب گراد LBL‏ اندازة هر زاویه را برحسب رادیان دریابید. 
12- ۴ چند رادیان می‌شود؟ 
a) 4r b) 8л“ с) 9n® d) 107?‏ 

13 - چھار دوران چند رادیان می‌شود؟ 

a) 2л^ b) 4r c) бл“ d) 87? 
مرکزی 45180180 چند‎ 5l; باشد طول قوس مقابل‎ 10m opl شعاع یک‎ {1-14 


СЕС 


N 


می توانید بگویید که: آیا اضلاع دوم زوایای 


60 
60°„ 420° با هم منطبق اند؟ چرا؟ “м‏ 


(Standard position of an angle) 4913 ES معیاری‎ Whe 
واقع‎ X بالای جهت مثبت محور‎ ОЇ اگر رأس زاویه در مبدأی کمیات وضعيه و ضلع اولی‎ 
باشد» این زاویه درحالت معیاری می‌باشد.‎ 
و ,0 در حالت معیاری نشان داده شده‌اند.‎ Ө, طورمثال: در شکل‌های زیر زوایای‎ 
У M 


ضلع دومی 


مثال1: زوایای 115° ,280° و *300- را در حالت معیاری رسم کنید. 
Y Y Y‏ 


115° 280 
0 x X 


| ۱ 
© 


-300 


در Se‏ معیاری اگر ضلع دوم یک زاویه بالای محور X‏ و یا محور ‏ منطبق شود این زاویه را 
به نام ;31 à‏ ربعی (Quadrantale angle)‏ می‌نامند» مثل زوایای 360°,270°,180°,90° 
و m‏ 


۶۶۷۷۶۶۳۴ رادر حالت معیاری رسم کنید. 


زوابای 555 (Conterminal angles), јр‏ 
دو یا چند زاویه‌یی که اضلاع دومی‌شان در حالت معیاری با هم منطبق باشند به نام زوایای 
کوترمینل یاد می‌شوند. 

ال2 دی هد CN 110 ۷900 1 р‏ 
در حالت معیاری واقع‌اند با هم زوایای کوترمینل می‌باشند. 

حل: چون در حالت معیاری اضلاع اولی این زوایا با هم منطبق می‌باشند و طوری که در 
شکل مشاهده می شود اضلاع دومی (Conterminal sides)‏ زوایای "60و 420° نیز 
با هم منطبق می باشند پس نظر به تعریف» این دو زاویه با هم کوترمینل می‌باشند. 

همچنین زوایای 110° ae‏ نیز زوایای کوترمینل می‌باشند. 


AT 


(a) (b) 
معیاری سه زاویة کوترمینل را با زاویه "60 دریابید و در شکل نیز نشان‎ Se مثال 3: در‎ 
Aas 


حل: 780° = 2-360° +60, 300°— = 60—360° ,420° = 360°+ 60° 


LT‏ زاوایای 230° و "590 و نیز زاویڈ 230 و 130-باهم کوترمنیل اند؟ رسم کنید. 
چون زوایای کوترمینل به اندازۂ یک دور مکمل )360°( یا ”20 з‏ چند دور п.360°‏ 


با هم فرق دارند پس زوایای کوترمینل با ial‏ 0عبارت اند از: 


0+27 , 0 + 360° 

Ө+2.2л 5 Ө+2.360° 
)"۵ 2۲ 4 0+ ۳ 
0 + 7۲ 0 + 0 


مثال4 
(a)‏ چهار زاویة کوترمینل را با زاویه "30 در یابید. 
(0): با 15 å‏ ?90 دو زاویة کوترمینل را دریابید و درشکل نیز OUS‏ دهید. 


(a) > 
30° +360° = 390° م2‎ Radian 
T 257 ] 
30° +2.360° = 750° c е. Radian 
T 211 ۱ 
30°+3-360°=1110° „є+3-2л=——— Radian 
300+ 4۰3607 =1470° 2ب‎ Radian 
حل(طا)‎ 


90° + 360? = 450° 90? + 2-360° = 810° 


مثال5: LT‏ زوایای 50° ,^410 80° ,800° 40° ,680°- , 60° ,410° با هم 
کوترمینل اند یا خیر؟ 

حل: چون 360°+50°= ?410 

پس زوایای 50° و 410° با هم کوترمینل اند ,2.360°+80°= 800° ء پس زوایای 
80°‚ 800° نیز با هم کوترمینل می‌باشند. همچنین 2۰3609 - 40° = 680° - زوایای 
40° و 680- نیز با هم کوترمینل می‌باشند. 

اما: 3609 + 60° ± ?410 می‌باشد» پس زوایای 410° و 60° باهم کوترمینل نمی‌باشند. 
اگر رأس زاویه در مبدأی OLS‏ وضعیه و ضلع اولی آن بالای جهت مثبت محور X‏ واقع 
باشد زاویه درحالت معیاری می‌باشد. اگر در حالت معیاری اضلاع دومی go‏ یا چند زاویه با 
هم منطبق باشند به نام زوایای کوترمینل یاد می‌شوند. 


С‏ سم 


US О ОООО n E 

2- کوچکترین زاويهٌ مثبتی را دریابید که با زوایای زیر کوترمینل باشد. 

135° 90° 60° 539° 450° 125- 40°- 
د- ایا روایای у‏ ۰-80 280 )ول ۰35 395) با هم کوترمینل می‌باشند؟ 

4 شش زاویة کوترمینل را با زاوية 40° دریابید. 

(st; 07-5‏ (*930*,150-) و )18079009( با هم کوترمینل اند؟ در شکل نیز نشان 


دهید. 


از این جا نتیجه می شود که: 


; sin 0 
sin” 0+ cos? 0-1, sin0-cscO-1, 1+ tan” Ө -sec^ 0 , tan O = 
cos 0 
cos Ө 
tan Ө ۰6۵۱0 21, 6090۰896060-1 ,1+ 6010 9-6560 , cot0 = — 
sin 0 
می باشند.‎ 


می‌شوند 


فعالیت 


اگر در حالت معیاری ضلع دوم 0 از 44 )12,5( بگذرد نسبت‌های مثلثاتی زاویة 6 را در 
NW‏ 


قیمت‌های فوق توابع مثلثاتی محض به مقدار Ө‏ ارتباط دارد و به موقعیت Pila‏ که SVL‏ 

ضلع دوم 0 قرار دارد ارتباط ندارد ما می‌توانیم این حقیقت را در شکل به اساس تشابه 
۸ ۵ ۸ 

OH,P, + OHP, ФРН «< 


مشاهده کنیم. 


| OP |=1 

cos g = LOH! ОН. ТОН, | 
|OP| ۱08۱ ٥۶| 

7 ہہ رن 


|OP| ۶۱۱۱۱۷٦ 


اگر زاویة 0 برحسب رادیان باشد. 

متحول مستقل عبارت از 0 می‌باشد. сѕсӨ ,sec0,cot0, tan 0,6050,518 Ө‏ 
متحول‌های مقید (مربوط) اند بدین معنی که 

sin Ө‏ ,6090 , 280 ,60۲0 ,9660و 

60 توابع مثلثاتی‌اند که مقدار آن‌ها به طول 
اضلاع زاویة Ө‏ ارتباط ندارند. بلکه مربوط 

به مقدار زاویة 0 می‌باشد؛ چون دایرۂ مثلثاتی 
(Trigonometric Circle)‏ دایره‌یی Cul‏ 
که طول شعاع آن واحد طول باشد. در دایرۂ 
مثلثاتی که مر کر آن در مدای مختصات و 


محورهای 3ء ( cls ba‏ افقی و عمودی ol‏ می‌باشند. 
بنابر قرارداد محور y Oy‏ را محور ساین‌ها و محور 0 را محور کوساین‌ها می‌نامند. محور 
TAT'‏ 4$ در 45 opla „А‏ مماس است محور تانجانت و > ) Bd‏ که در نقطة В‏ 
بر دایره مماس است محور کوتانجانت نامیده می‌شود. مبدأی محور ساین‌ها و کوساین‌ها 
مر کز go pla‏ مدای محور تانجانت А Az‏ و مدای محور کوتانجانت 45 B‏ است. 
مثلثاتی زاویة 0 به صورت زیر نیز تعریف می‌شود. 

(r= OM = ОА = OB - 


OM OM 1 OM 1 
TT E ОНЕ в 
ОН ОА ОН ОА 
= ОЕ eO EH ПОЕ Ое 
М ОВ HM ОВ 


بدین لحاظ نسبت‌های مثلثاتی را خطوط مثلثاتی نیز می گویند. 
به همین ترتیب اگر ضلع دوم زاو 0 و یا انتهای قوس در ربع دوم سوم یا چھارم باشد 


می توان نسبت‌های مثلثاتی را به دست آورد. علامه‌های نسبت‌های مثلثاتی در هر چهار ربع 
(quadrants)‏ قرار زیر می‌باشد. 


sin0»0 | 1800 <0 
cos0«0 | ۷0 
tan O <0 | 1200 >0 
cot0«0 | ٠٥۷0 
sec0<0 | sec0> 0 


csc0>0 | csc0> 0 


sin0«0 | sn0<0 
cos0«0 | cos0» 0 
tan0»0 | tan0«0 
6000 < 0 | cot0 «0 
sec0 «0 | sec0»0 


csc0<0 | csc0<0 


مثال2: اگر در حالت معیاری قرار شکل زیر ضلع دوم زاوی 0 در ربع دوم واقع و 


— 0 باشد نسیت‌های مثلثاتی متباقی 0 را دریایید. 


кор ыр eT 

5 : 

در ربع دوم قیمت × منفی می باشد پس 

4.25 ااست. نظر ب4‎ 0 55 x=-3 
فیثاغورث داریم که:‎ 
5° = )3( +y? 
y! =25-9=16 


= +16 
=4 


са XS 


(زیرا که RI p iba‏ دوم واقع است» ۵(۵ می‌باشد) 


А 4 
АЕ сооз ۸ ۸ ٔ ٦ 
۳ 3 r о 3 
تھے‎ ç sue s = pus ç o cmd 
y 4 M = y 4 
Y ۰ 
و محور را محور‎ COS محور‎ X چون محور‎ 
1 دای ماه‎ оз sius ce کت ها‎ ٤۴ 
P(cos0,sin0) A می گویند» ما می‌توانیم در دایر‎ 


P(cos0,sin0) را به‎ p 45 وضعيۂه‎ OLS 

x دهیم.‎ blis Р(х,у) Ls 
توابع مثلثاتی )54 0 محض به مقدار 0 ارتباط‎ 

دارد؛ که Ө‏ متحول مستقل و نسبت‌های مالا 

Ө‏ متحولین مقید (مربوط) اند. 

در ربع اول تمام نسبت‌های مثلثاتی مثبت» در ربع 

دوم 0 و cscO‏ مثبت» در ربع سوم tan 0,cot Ө‏ مثبت و در ربع چھارم соѕ Ө,ѕесӨ‏ 


مثبت و نست‌های دیگر مثلثاتی آن متفی می‌باشند, 
wi‏ 7 
1- علامه‌های نسبت‌های مثلثاتی زوایای زیر را شفاهی بگویید: 


sinl20° tan170° tan60° 0 sec200° 
сої271° csc91° sin271° сѕс181° csc315° 
شدۂ زیر‎ osla از نقاط‎ Ө در حالت معیاری به حسب رادیان باشد و ضلع دوم‎ Ө اگر‎ -2 


tob jə را‎ tanO و‎ 6050 ‹ ѕіпӨ بگذرد‎ 


۷2 42 ۷2 V2, , N42. 42 


S DI NM ٦ 


آیامی توانید بگویید که 60° sin30° = cos‏ 
می‌باشد؟ 


نست‌های مثلثاتی 145° در یک مثلث قایمالزاویة متساوی‌الساقین دو ضلع قایم آن را 
یك یک واحد در نظر می گیریم. 


гг= +1 


۲2 -2 ج-‎ r= 4/2 


š 
t 
i-re 

S S | 


ےی ئا 


T 
۳0 1 ЕССЕ 


4 Jid و‎ 


یک مثلث قایمالزاویڈمتساوی الساقین را در نظر بگیرید که هر ضلع قایم آن تا واحد باشد. 
۲ ^ ت‌های مثلثاتی 9j‏ 4 را 4 دست dest‏ 


A zu ps ^‏ 
مثلث متساوی‌الاضلاع ABC‏ را که هر ضلع OT‏ 2 واحد باشد در نظر می گیریم» از رأس А‏ 


ارتفاع AH‏ را رسم می‌نماييم» چون А‏ نصف شده که نصف OT‏ مساوی 30° 02 


по =? 

h? - 4-1-9 

h-43 

ола sr. 
6 2 2 

{ап 30° ы ш cot30° = сої. 7 
6 3 6 

n 2 243 | п 2 

sec30 =sec— = —= = —— csc30 =csc—=—=1 

6 3 1 


فعالیت 


یک مثلث متساوی‌الاضلاع را در نظر بگیرید که هر ضلع a OT‏ واحد باشد. نسبت‌های مثلثاتی 


زاویه 2 = 30° را دریابید. 


sin 60° "+02020 cos 60° pee 
3 2 3 


tan 60° = 4/3 сої60° = cot = 


2 
6 
A 3 
sec 60? “s so ۷۶ہ"‎ 715 
3 з 5 
مشاهده می شود؛ چون 90° = 60° + 30° می شود.‎ 
sin 30° = cos 60° cos30° = sin 60° tan 30° = cot 60° 
sec 30° = csc 60° csc 30° = sec 60° cot 30° = tan 60? 


یا به صورت عموم هرگاه مجموعۂ دو زاویه 90° La‏ اگر یک زاوبة 0 باشد 4315 دیگر 


А " می‌شود.‎ (90° — 0) 

sin(90° -0) 2 — , соѕ0 = — = sin(90° — 0) =cos 9 
r r 

cos(90° — Ө) = 2 ‚ 5110 = == cos(90° — Ө) =sin Ө 
r r 
x x 

tan(90° -0)=— ,cot0=— = tan(90° — 0) = cotO 
y y 

sec(90° — 0) = a , ء٥‎ = L sec(90° — Ө) = 0 
y y 

csc(90— 0) = x , sec0 = Е csc(90— Ө) = sec Ө 
X X 


Ү 


به همین ترتیب نشان Las‏ که: cot(90? — 0) = їап Ө‏ می‌باشد. 
طوری که در مثلثات صنف نهم خوانده‌اید. جدول نسبت‌های مثلثاتی زوایا نیز به همین اساس 


ea‏ کد ا 
مثال: نسبت‌های مثلثاتی å alj‏ 39° داده شده است» نسبت‌های مثلثاتی Si‏ وا 


sin 39° 20.6293 , tan39° 20.8098 , sec39° =1.287 
соѕ39° 20.7771 ,cot39 21.235 , csc39° =1.589 


> 7 9 می‌نود بر О‏ 


sin 51° = соѕ39° 20,7771 cos51° = sin 39 = 0,6293 
tan 51° = cot39° 21,235 cot51° ={ап39° = 0,8098 
sec51° = сѕс39 = 1,589 сѕс51° = ѕес39° = 1,287 
7 kZ k 
تمرین‎ < ۹ 


| = Í 
sin17° =0.2927 cos17° =0,9563 sec17° = 1,046 csc17° =3,420 
336551573? 45h} ш 7 71 


sin 28° = cos 62° cos12? 10' 20" =sin77° 49' 40" 
sec 12? = sec 88? tan 70? = cot 20° 


b - 


360" 270°.180°,90°,0° — 


tan 90* LT‏ و ?270 tan‏ تعریف شده‌اند؟ 


X 
(1,0) 


نسبت‌های مثلثاتی 4915 > = 90° 


چون نقطة Р(0,1)‏ روی ЭЛЕ‏ مثلثاتی بالای ضلع دوم }43 ?90 واقع است» OE‏ 
х=0 у=1‏ 21 ۲ 


sin 4 - X 7٦۲ cone cose e 0 
2 r 1٦ 2 ۳ از‎ 
оа аар 
2 х 0 2 y 1 

" 1 л M И: 
sec— = 86090” = — = — نشده است)‎ ај) СС = ٥ع‎ 90" = — = - = 1 
0 li 2 y 1 


LT‏ می توانید بگویید که 0° cot‏ و CSCO?‏ تعریف نشده‌اند؟ چرا؟ 

نسبت‌های مثلثاتی 4915 180° : چون 45 р(—1,0)‏ روی دایرۂ مثلثاتی بالای ضلع 
توم زاوبه 180° قرار دارد. 

پس ۶-1 у=0,х=—1‏ می‌باشد. 


8101180“ = sin x= =0 соѕ180° = 6097 = 


tan180° = {апл = e cot180? = сол = 


(تعریف نشده است) = — = 


7 و csc180°‏ را دریابید. 


نسبت‌های مثلثاتی 22-210 


چون نقطة Р(0,—1)‏ روی دایرۂ مثلثاتی بالای ضلع 
pue‏ زاویة 270° واقع می‌باشد. 


r=1 x=0 у= -1 


ДЕ осо m ee ce oe no 
2 1۰ ۷ r 1 
37 o y = T me ONE 
tan (an 2/0 == =— نشده است»‎ =)cot = = cot 270° =— ————0 
2 x y -1 
coe. ce ок е жок 
0 2 у — 


X 


باید به یاد داشته باشید که نسبت‌های مثلثاتی زوایای "360 و 0° با هم مساوی می‌باشند. 


نسبت‌های 2x | Us‏ = 360°: 
چون وط P)1,0(‏ بالای ضلع lj ee‏ 4 360° قرار دارد» پس: 


— 


КЕ у= rs 


=0 сов2л = 608360" = کہ‎ 
r 


sin 2л = sin 360? = 
tan 21 = tan 360° = 


cot 2x = cot 360° = 


تمام ; Ç‏ ست‌های مثلثاتی ”ار درپابید. 


زوایای 90°,0°, 180° 270° و 360° را زوایای محوری می گویند که دوه دو نسبت‌های مثلثاتی 
هر )491 تعربف تشد هانك . 


1- جدول رتو رای کت 


ишә 20 
a)-1 b 1 оо d) تعریف نشده است‎ 


cos90°=? -3 
a)-1 b 1 оо d) تعریف نشده است‎ 


37 pM 
است؟ چرا؟‎ 5 п 07-4 


) 


چون در صنف نهم خواندہاید که جدول مثلثاتی 
محض نسبت‌های مثلثاتی یک زاویه مثبت حاده 
را نشان می دھد برای این که نسبت‌های مثلثاتی 


اس GÇ J‏ 
Xj, i‏ 
آورده بتوانیم Ub‏ رابطه‌های نسبت‌های مثلثاتی ,1)۸ 

یک زاوية مثبت حاده با نسبت‌های مثلثاتی این 


زوایا aly‏ دست آوریم. 


رابطه بین نست‌های مثلثاتی زوایای 0 و 0-: 

زاوی حاده 0مثبت و به اندازۂ زاویه 0 هم جهت حر کت عقربة ساعت زاویه 0 -را در دایره 
مثلثاتی به حالت معیاری رسم می کنیم. 

Р(х, у) 5‏ بالای ضلع دوم 515 4 0و CYL Pn yi) Aes‏ ضلع دوم زاوية 0 واقع اند. 


۸ ۸ 
x=x Jyly] Y y 


a ٦ک‎ -—y--sinO 


cos(-0) = * 2x = 0 
r 


sin(-0) -—sinO _ 


tan(-0) = —tan 0 
cos(-0) соѕӨ 
cot(—0) = — = = S Ў = —cot 0 
sin(-0)  —sinO 
اما‎ 55 TUIS 
6 
حل‎ 
EA ATA E NANTI ; تہ‎ 
511(—30°) = —sin 30 5 cos(—30^) = cos30 جم‎ 


{ап(—30°) =—1ап30° = – | cot(—30°) =—со130° = = 8 


ES 
2 
sec(—30°) = sec30° =—— сзс(—30°)=—с<с30' =—2 
(30) T رود‎ 
| = 9 ( 
УРЕ 
Sec(-0)— Sec0 , сѕс(—0) = –сесӨ :45 نشان دھید‎ 
را دریابید.‎ . А91) مثال 2 نست‌های مثلثاتی‎ 
core EN حل‎ 
2 2 
cos(— Sum. = cos ш =0 
2 2 
edad Ө ) 
EN w^ 
"0+01 7 چھار نسبت مثلثاتی متباقی‎ 
2 
sin(—0) = —sin 0 cos(—0) = cos Ө 
tan(—0) = —tan 0 cot(-0) = —cot 9 


sec(—0) = sec 0 csc(—0) = —csc0 


180 m 


= ^ 7۲-08 
ble‏ نسبت‌های مثلثاتی زوایای 150° 


۵ x می‌توانید؟‎ ٦ 
باهم مساوی‎ sin 45? و‎ sin135? LT e 

ПЕТЕ 

810130 می‌توانید بگویید که‎ UT e 


و 50° sin‏ با هم چه رابطه دارند؟ 


دو زاویه‌یی که مجموعدشان л‏ "180 باشد در نظر می گیریم. اگر یک زاویه حادہ ASL Ө‏ زاوی 
دیگر (0 17( می‌شود. این دو زاویه را در دایرۂ مثلثاتی به حالت معیاری رسم می نماییم. 
М(х,у) 45‏ بالای ضلع دوم 4515 0و М(х,у) eë‏ بالای ضلع دوم s‏ & (11-0) 


А А 
Gal) با هم مساوی اند.‎ OM B و‎ OAM چون دو مثلث‎ 


(=) = -х=х > ек уу 


sin(180° -8)-sinn-)- 1 = - رر‎ - sin 
1 


cos(180° — Ө) = соѕ(л pesce = uin cos Ө 
тоо 


 sin(180 -0(  sinO _ 


1200180" — Ө) = tan(x — Ө) = 
6050180 -0( —со$Ө 


٭ سه نسبت مثلثاتی متباقی زاویڈ (۲-0) را دریابید. 


ارتباط بین نسبت‌های مثلثاتی دو زاویەبی که فرق‌شان 180° و یا 7 رادیان 
باشد. у‏ 

اگر 4515 حاده 0 باشد زاوی دیگری (0 +7) 
می‌باشد. ;42 c3, М(х, y)‏ دایرۂ مثلثاتی بالای 
ضلع دوم زاوية 0 و MG; y) åka‏ بالاى ضلع 
دوم زاویه ۹ یا )8+ 180°( قرار ارد 


۸ ۸ 
با هم مساوی‎ OBM, »OAM چون مثلث‌های‎ 
i a 0 اندء پس:‎ 
5100180 +0) = у =-y = -sin 


М(х,у) 


cos(180° +0) = x, = -x = -cos 9 
sin(180° +0) -—sinO _ 


tan(180° + 0) = = tan Ө 
cos(180° +0) —соѕӨ 

n АЕ‏ را 
 —sinO‏ )0+ 5180180 

5660180 + Ө) = : = l =—sec0 
cos(180° +0)  —cos0 

csc(180° + Ө) = : i сѕс Ө 


sin(180° +0) -sinO > 


مثال 1: نسبت‌های مثلثاتی زوایای "120و 240° را دریابید. 


B d 
sin120° = sin(n—60*) = sin(180° — 60°) =зїп60° = > 


cos120* = cos(n- 60°) = —cos60° = 3 
tan120* = tan(1 —60*) = —tan 60° = T3 


43 


sin 240° =sin(180° + 60°) = —sin 60° = ET 


cos 240° = cos(180° + 60°) = —cos60° = = 


tan 240° = tan(180° + 60°) = tan 60° = /3 


ТО, PN ae уос 


مثال2 соѕ ‹ѕіп‏ و an 4 Зп å lj tan‏ رادیان را در پابید. 
حل 4 
Nt‏ 
cs‏ 
à Xx‏ 4 4 
а ушм ла = v2 E x‏ 
O‏ )2 4 4 
2 7 37 37 
соѕ(л ——) = cos = —cos— = – ——‏ 
2 4 4 4 
کے оле ер‏ 
Y‏ 4 4 4 
T‏ 47 
T€ = —‏ ساب 
E.‏ 3 3 
T т‏ . 48 . 
sin — = $іп(л+ —) = - 918 — = X‏ 
0 3 3 3 


Ar 7 7٦ 
cos — = cos( Tt + —) 2—cos— = 
3 3 
4n T T 
tan — = їап(л +— = tan — = 43 
3 ( 3) 3 


چون ضلع دوم ;3 2 )0 — ?180( (nm go‏ قرار دارد» در ربع Us‏ 09ء و csc‏ مثبت 


و متباقی نسبت‌های مثلثاتی ;5 180°—0)5( منفی می‌باشند. وچون ضلع دوم زاویة 


(180+0) با (۵+ (т‏ در نج se‏ واقع ات tan Ө‏ و cot Û‏ مثبت و متباقی نسبت‌های 


oll‏ نست‌های مثلثاتی 9j‏ 4 229 را دریایید. 
)59 + میت GUS‏ مثلثاتی 9j‏ 4 210° را درپابید. 


و9 ^ نست‌های مثلثاتی 9j‏ 4 150° را دریایید. 


cot ЕШ =? -4 
4 
a) — b) 1 c) 0 d)-1 
; 5660225 ٥۷ -5 
2 2 42 42 
a) 7 b  - E c) cm dj - r 


90° 


Le می‌باشد؟‎ sin 60° =cos30° LT e 
60? نسبت‌های مثلثاتی زوایای ?150 و‎ * 


باهم a>‏ ارتباط دارند؟ 


Ө:АОМ 4515‏ و $55 AOM'‏ عبارت از زاویة )5-8 می‌باشد که مجموعه Ө‏ و 


A A 
و 1۷1 ]۳ ()باهم مساوی اند.‎ OHM ج می‌شود؛ چون ده مخت‎ t 90° مساوی‎ 


ОН'=ОН 

sin(Ž – 0) = 0 
2 

H'M'= HM 

соз(— —0)=sin Ө 


О т 

sin(— — Ө) 

cue‏ 5 کٹ 
cos( > - 6) sin 0‏ 


کت 2 


tan( e 


olis‏ دهید که ѕес(90—0) = csc O‏ , 9660 = )0 — 80)90 می‌باشد. 


1 


sec( + 0) = = : =—csc 90 


6 +0) -. sin Ө 


1 


= = ѕесӨ 
6 +6) t 9 


cse(Ž +0) = 


Js‏ 2: نسبت‌های مثلثاتی }43 120° ,| دریایید. 


حل 


sin + 0)=cos0 


соз(— +0)=-sin 9 
2 

tan +0) = —cot 0 

cot +0) = - 0 

05 +0) = - 0۵ 


csoc +0) = 0 


B 


sin 120° = sin(90° + 30°) = cos30° = IS 


cos120° = соѕ(90° +30°) = —sin30° = 3 


tan 120? = tan(90° +30°) = —cot30* = —/3 


1 


cot120° = cot(90° +30°) = — tan 30° = - سب‎ 


ѕес120° =sec(90+30) =—сзс30° = –2 
Е 2 
сѕс120° = сѕс(90+ 30) =ѕес30° = — 
43 
eus 
sin(— — Ө) = cos 0 
2 
cos —0)=sin0 
2 
tan —0) = 0۵ 
2 
cot —0) = 0 


see —0) = csc 


csoc —0) = 0 


1- نسبت‌های مثلثاتی 5 4 4 135° را دریابید. 


2- نسبت‌های مثلثاتی زاویه ?150 را دریابید. 
sin -x)22-3‏ 
2 
а) cosx b)sinx c)—cosx d)-sinx‏ 


6 +0)=? -4 


а) 0 b) —tan0 c)cot 0 d)—cot0 


р” 


2n 360° — 


sin(360° — Ө) = — sinO صحت رابطه‎ UT 
را نشان داده‎ со5(360°— 0) = соѕӨ و‎ 


می‌توانید؟ 


.مات OPD‏ و OPD‏ داریم که: 
?= ریز ٣١1 -у > уә‏ > 

sin(360° —0) = у = -y = -sin Ө 
cos(360° —0)= x, =x = cos 0 

sin(360° -0) _ —sin0 _ 


= —tan 0 
cos(360° -0) соѕӨ 


tan(360° — 0) = 


به همین ترت رابطه ین نسٹھای مثلثاتی sec,cot‏ و Ө (264; csc‏ و 360-0 
را دریابید و با ارتباط نسبت‌های مثلثاتی زوایای Ө‏ و 0-مقایسه کنید. 


M HZ u زاویڈ ٭330‎ gti نسبت‌های‎ t Js 


رادیان را دریایید. ce‏ 


>X 


سم 


ala 


sin — = 910027 - —) = sin 330? = sin(360° —30°) = -sin 30° = 3 
о = عو‎ — 5) = cos330° = cos(360° —30°) = cos30° = 3 
6 6 2 
ete = tan(2n-~) = tan330° = tan(360° – 30°) = -tan 30° = БЕ: 
6 6 43 


ct = со(2л-=) = cot330° = cot(360° —30°) = —cot30° = E 


p 
کم‎ = зес(2л—=) =sec330° = sec(360° — 30°) =sec30° =— 


43 
аш = сзс(2л—=) = сѕс330° = сѕс(360° —30°) = —csc30° =—2 


نسبت‌های مثلثاتی 4313 315° را دریابید. 


نسبت‌های مثلثاتی زوابای کوترمینل 
آیا 450° Plan 3007 ѕіп‏ "090405 را دریافت کرده می‌توانید؟ y‏ 
ѕіп 450° «sin 907 LT e‏ و 790° sin‏ باهم برابر اند؟چرا؟ 


در حالت معیاری اضلاع Ue‏ زوایای حادۂ 0 3 0+ 360° با هم منطبق اند؛ پس: 


sin(360° + 9) = sin Ө cos(360° + 0) = 0 
tan(360° + 0) = tan 0 cot(360° + 9) = cot 0 
csc(360° + 0) = csc 0 sec(360° + 0) = secO 


مثال 1: نست‌های مثلثاتی 4515 405° را دریابید. 


sin 405° = sin(2x + » —sin(360* + 45°) = sin 45° = — = I 
cos 405° = cos(2n+ 7) = cos(360? + 45°) = cos 45° = 
tan 405° = tan(2x +) = tan(360° + 45°) = tan 45° >1 
cot 405° = cot(2n +7) = cot(360° + 45°) = cot 45° =1 
sec 405° = seo(2n +7) = 5ес(360° + 45°) = sec 45° = 4/2 
csc 405° = сзс(2л +7) = csc(360° + 45°) = csc45° = 2 

مثال2: نست‌های مثلثاتی à lj‏ ?51500 دریابید. 
sin 1500° = sin(4-360° + 60°) = sin 60° = уз‏ 
cos 1500? = cos(4-360° + 60°) = cos 60° = ñ‏ 
tan 1500? = tan(4-360° + 60°) = tan 60° = 3‏ 


cot 1500? = cot(4-360° + 60°) = cot 60° = 


al- 


sec 1500° = sec(4-360° + 60°) = sec 60° = 2 


csc 1500° = cse(4 -360° + 60°) = esc 60° = E 


V3 


cos. sin 3 flo‏ و tan‏ زوایای 900° و 930° - را دریابید. 


— 930° +3۰360 =150° 


sin(—930°) = sin150° = sin(1 80° — 30°) = sin30° = حل‎ 


43 


cos(—930°) = cos150' = 6059080 — 30°) = —cos30' = EET 


tan(-930^) = ап 150° = tan(180° —30°) = tan 30° = zo 


43 


sin 900° = sin(2 -360° +180°) = sin 180° 20 
cos900° = 605902۰360 +180°) =cos180° =—1 
tan 900° = tan(2 -360° + 180°) = tan180° = 0 


Y 
150° 
x 
-930° 
- 930 +3-360= 150 900-0 360+ 180°) 
7л 5n à 
-و — را دریابید.‎ bl مثال4: نست‌های مثلثاتی‎ 
3 2 
5л T حل‎ 
= (-2n-—) 
2 2 & 
sin(— 9m =sin(— =, = —sin t =—1 n = ѕіп(2л+ ©) = sin = у 
2 2 2 3 3 8» 
cos(— эл, = cos(— 2) = 220 سک‎ = соз(2л + 2) — 0 L 
2 2 2 3 3 3 2 
ره‎ |. 
sn—— _ 
tan(— >) = tan(- T= жы E бп OE 0 3 
2 T 0 تعریف نشدہ‎ 3 3 3 
Ca =) 


T 
cos(——) 
cot(— m = cot(— E - жЕ 0 ics = cot(2n + 5) = соі = EA 
2 aus WA exl 3 3 3 
sin(— a 


نیا 


فعالیت 


5n Ir 
را دریابید.‎ (с Е دوء دو نسبت مثلثاتی متبافی زاوایای‎ 


sin(27 — 0) =sin(360° — Ө) = -sin Ө 
соз(2л — Ө) = cos(360° — Ө) = cos Ө 
tan(2nx — Ө) = tan(360° — 0) = -tan 0 
cot(2x — Ө) = cot(360° — Ө) = – cot 0 
sec(27— Ө) = sec(360° — Ө) = sec 0 
сѕс(27 — Ө) = сѕс(360° — 0) = —csc 9 


sin(27 + 0) = sin(360° + Ө) = sin O 
cos(2n + 0) = cos(360° + 0) = cos0 
tan(2n + Ө) = tan(360° + 0) = tan 0 
cot(2r + 0) = cot(360° + 0) = cot 0 
ѕес(27 + 0) = sec(360° + 0) =sec0 
сѕс(27 + Ө) = csc(360° + Ө) = csc0 


کرت ; 
zl‏ نسبت‌های مثلثاتی زوایای 480° و390° را دریابید. 


2- نسبت‌های مثلثاتی زوایای ”600و 300° را دریابید. 
3- نسبت‌های مثلثاتی Jj‏ & "1830و )"20 1095°( را دربابید. 


4- نسبت‌های مثلثاتی زاویة 222 رادیان را دریابید. 
6 
5-نسبٹھای مثلثاتی زاویة z‏ رادیان را دریابید. 
3 
3n 4r 7‏ 
3 


6- نسبت‌های مثلثاتی زوایای : رادیان را دریابید. 
m3 G‏ 


7- نسبت‌های مثلثاتی زوایای 300°— ,780° و 420° را دریابید. 
cos(—3m)=? _8‏ 


8(1 b) -1 c) 0 25 


cos(-15x) =? -9 
a)! b) -1 c) 0 d) هرسه درست نست.‎ 
sin(—1110°) =? -0 


05 b) n ә v3 


3 
dyes 
3 


٭ LT‏ می توانید بگویید که دورۂ تناوب 
توابع f(x)=cosx Tx) = sin x‏ 
چقدر است؟ 

e‏ یا می توانید بگویید که domain‏ توابع 
f(x)=cosx ,f(x)=slnx‏ کدام 
اعداد اند؟ 


رسم (graph of the sine function) : f(x) = sin x (96 SIF‏ 
i=l.‏ تعریف (domain)‏ تابع f(x) -sinx‏ ست تمام اعداد حقیقی و of Range‏ 
| 1-] می‌باشد» دورة تناوب این تابع 27 است. زیرا طوری که می‌دانید ساحة تعریف 
یك تابع تمام اعداد حقیقی (Real Numbers)‏ می‌باشد که تابع در OT‏ تعریف شده 
باشد. برای هر эде‏ حقیقی X‏ یک X & Jj‏ رادیان و نقطة تقاطع ضلع دُوم زاویه X‏ رادیان با 
دایرۂ مثلثاتی هر وقت تعریف شده است؛ اگر ٭ برحسب رادیان باشد تمام اندازه‌های این 
زوایا x‏ + 2۸7 رادیان است؛ بنابراین ساحة تعریف توابع SINE‏ و COSINE‏ ست تمام اعداد 

oe 

چون × Sin‏ و Lx OLS COS X‏ یک نقطه بالای دایرۂ مثلثاتی می‌باشد» پس Range‏ 
f(x) = у= ах sls‏ و f(x)2 у= ء٠٥ x‏ در بین1 و (7D)‏ می‌باشد یا انتروال 
]11-[ عبارت از Range‏ توابع 0 у‏ و y-cos0‏ می‌باشد. 


ols‏ دھید که 1< 8110,٥050‏ > 1 - می‌باشد. 
به ob‏ داشته باشید که تابع f‏ را متناوب می گویند» در صورتی که t оде‏ خلاف صفر باشد به 
شرطی که x e D,‏ باشد ] + x tax‏ نیز در ساح تعریف (domain)‏ تابع f‏ شامل بوده 


fot) f(s‏ باشد. 
کوچکترین t эде‏ که در رابطه f(x+t)= f(x)‏ صدق کند. عدد (t)‏ به نام تناوب اصلی 


f еб‏ نامیدہ می‌شود؛ اگر t‏ دورة تناوب تابع f‏ باشد -t‏ نیز دورۂ تناوب fet‏ می‌باشد؛ 
طوری که میدانید sin(x + 2Кл) = sin x‏ و cos(x + 21670( = соѕх‏ می‌باشد که k‏ 
یك عدد تام است. OT ply‏ توابع SINX‏ و COSX‏ توابع متناوب بوده و کوچکترین عدد مثبتی 
که در رابطه‌های فوق صدق می کند 27 است. لذا تناوب اصلی این دو تابع 27 است. 
مطابق شکل رادبان را در حالت معیاری در نظر بگیرید؛ طوری که در 5 P‏ ضلع دوم 
زاویة t‏ دایرۂ مثلثاتی را قطع می کند؛ پس مختصة p iba y‏ عبارت از Sin t‏ می‌باشد. 
h(t) -sint‏ تغییرات ا و sint‏ تابع را در جدول و شکل زیر مشاهده کنید. 
گراف 88:0:٥ sin t ab‏ 0-8 


7٦‏ ای از 0 الی 
)0,1( 


از (0,1) الى از 5 الى 7 
)1,0—( 


از (1,0-) الی 
(1-,0) 


۳ب“ از — الى 27 
)1,0( 


به همین قسم در هر 27 تکرار می‌شود.در نتیجه sin(f + 27 ( = sint‏ می‌باشد. 


جدول و شکل زیر را مشاهده کنید: 


h(t)=sin t 


Qe Е 


7 

0 = 

t : 
h(t)=sint 


می توانیم با نشان دادن زوایای یک دور برحسب درجه تغییرات Sin t‏ را در جدول وشکل 


00 
=050 


UT 


= 0.87 
—1.00 
— 0.87 


=0 [1 


—0.50 
0.00 


180° 
210° 


225 


240 
270 
300° 


315 


330 
360 


h(t) = sin t 


il f Ff £ WO 210240270 300° 330° 366? 
٩ 60° 90° 120° 150° p ea 


با تو جه به این که دوره (پریود) تناوب تابع 17 عبارت از 27 می‌باشد sin(t + 2л) = sint‏ 
رات تابع 7 در انتروال‌ھای[0,27]ء[27,47]ء | 47,67[ | 21,0 Dus ab‏ 
می‌باشد. 


فعالیت 
قیمت تابع sint‏ را در 2n, Ал‏ و 0 2n, - n,‏ - ,37 - و 47 -معلوم کنید. 
مثال 1: تمام قیمت‌های t‏ که در sint oT‏ قیمت ]- دارد OUS‏ دهید. 
حل: چون قیمت sint‏ در بین CD, (D.‏ واقع می‌باشد و در هر 27 بالای محور افقی 


تکرار می‌شود» پس قیمت‌های بی‌شمار و جود دارند که در OT‏ قیمت sin t‏ عدد 1- 
می‌باشد؛ طور نمونه: چند نقطه در شکل به رنگ سرخ نان داده سل ه ت 


2 ۰ 37 ہے 
در گراف sint‏ از 0 الی 27 فقط یک نقطه (1-,-<) وجود دارد که به رنگ سرخ 
تسا داده سل ه است. تمامی قیمت‌هایی که در آن sin t‏ مساوی 4 1- می‌باشد عبارت از 


t= + 267‏ که K‏ یک عدد تام است. 
مثال2: گراف у=зїпх+1 et‏ را در انتروال ]0,20[ رسم AS‏ 
حل: ¿=u‏ تعریف این [0.2m Jeb‏ و 
Jet Range‏ 0,2] می‌باشد. برای رسم 
گراف این تابع کافی است که گراف 
y =sinx‏ را رسم کردہ و آن را به اندازۂ 


СЕСЕ 


دهیم. (انتقال عمودی) 
ү,‏ 3 


27 


پریود و (Amplitude)&afs‏ توابع sine‏ و #\:совїпе‏ 0 < ط باشد گراف‌های 
g(t) = cosbt L]f(t) = sin bt‏ در بین 0 و 27 یک دوره (cycle)‏ را می سازد و پریود 


2 
هر دو تابع = می‌باشد؛ر 0 >( به طور مثال: پریود تابع 60931 = y‏ عبارت است از 


Dye 7 1 2т 7 
مر تاش‎ e S 1/۲ eser] عبات‎ V sin г اسب‎ — 
می‎ b 1 Y ا ا‎ о @ و پریرد‎ b 3 


2 
و y=acosbt L] y = asin bt als il>‏ عبارت از toil „(а x 0) lal‏ 
طور مثال: پریود تابع y = —2sin4t‏ عبارت است از 7 2۳ _ 2۳ و دامن OT‏ 
b 4 2‏ 
2= 2 -| = ھا می‌باشد. 
Jü‏ 3 گراف تابع × 2810 = ر رارسم و با گراف تابع 510 = y‏ مقایسه کنید. 
حل: فرق گراف این تابع با تابع ×11 = y‏ این است که 2 > y‏ > 2 - می‌باشد که عدد 


2 را دامنه می گویندہ زیرا که 2 = |2| است و پریود این تابع نیز 27 می‌باشد. 


مثال4: گراف تابع 38102 = y‏ را در انتروال ]®,0[ ترسیم نمایید. 


2 » 
حل: پریود این تابع San‏ می‌باشد و &al»‏ آن 
3> |3 است. جدول و شکل زیر را مشاهده کنید. 


x О л/4 л/2 3л/4 т 
2x ОСОТ ٔ) ٣ 
sn2x |0 1 0 -1 0 
3sin2x |0 3 0 -3 0 


dot‏ تعریف تابع Sint‏ ست تمام اعداد حقیقی 
со2 9‏ گراف تابع sint‏ محور y‏ را در )0.0( و 
محور را نیز در نقاط ۰0.0 an‏ ۰27 37 47۲ جو ارچ 27ت Зл‏ —. 47 — وغیره 
a ST NE. д TA NUES T ;‏ 
واز = الى 2۲ متزاید می‌باشد. 

(Graph of the cosine function) f(t) = cost گراف تابع‎ 


oT Range این تابع نیز ست تمام اعداد حقیقی می‌باشد و‎ (domain) تعریف‎ ¿=u 


L1]‏ -[ و دور تناوب (پریود) تابع COSX‏ نیز 27 می‌باشد. 

مطابق شکل» یک زاوی ] رادیان را در حالت معیاری (Standard Position)‏ در نظر 
بگیرید که ضلع دوم زاویه ۶ دايرة uiti‏ را در نقطة 9 قطع کنده پس PAX ias‏ عبارت 
از 08۲ می‌باشد» برای ترسیم HE‏ تابع f (f) = cost‏ اشکال و جدول زیر را مشاهده 


شکل مربوطه Pabucs > gusce‏ ا 


5 از 0 الی‎ SEO 
(0,1) 


از (0,1) الى از الى T‏ 
)1,0—( 


از (1,0-) الی 
3 
T EA D quen‏ 


از )0,1( از о‏ الی 27 
)1,0( 


به همین قسم در هر 27 تکرار می‌شود. در نتیجه 6057 = )21 € cos(t‏ جدول و شکل 
زیر را مشاهده کنید: 


f(t) = cost INS << ро 1 
0 №, 2 


دورۂ تناوب (پریود) f(r) = y = cost wl‏ عبارت از 27 می ‌باشد زیرا که گراف تابع 
cost‏ در انتروال ]0,27[ ]27,47[. [47:67]و ]21:0 -[ و غیرہ یکسان می‌باشد. 


15-1 یا قیمت 7 آن در بین‎ Range تعریف تابع 0091 ست اعداد حقیقی بوده و‎ dob 


می‌باشدیا انتروال [1,1-]۰ Range‏ تابع COST‏ می‌باشد. 


32 انتروال [0,27] دو نقطه وجود دارد که >= cost‏ می‌شود و عبارت از ED‏ 


E‏ می‌باشند. تمامی قیمت‌هایی که در آن = ا ووه می‌باشد عبارت اند از: 
5n s‏ ا 
که ES k‏ عدد تام است. 217+ — با ас‏ 
3 


1 
dob‏ تعریف توابع Sin‏ و COS‏ تمام اعداد حقیقی می‌باشد. تابع p y = ٤۶‏ 


3n 3n T 
این‎ 1 E a 2ء و‎ ۶ ас 
می‌باشد بدین معنی که:‎ 27 cy = cost و‎ y=sint تابع نیز متزاید می‌باشد» پریود توابع‎ 
می‌باشند.‎ cos(t € 2л) = cost , sin(t+2r)=sint 


تابع cK f(t)-sint‏ تابع تاق و f(t) = cost‏ تابع جفت می‌باشد؛ زیرا: 


sin(—t)=-—sint‏ و COS(—t)= cost‏ می‌باشد. 
یا گراف تابع sint‏ نظر به مبدا متناظر و گراف cost ab‏ نظر به محور y‏ متناظر می‌باشد. 


(1, tan 60°) دک‎ 


i (1, tan 45°) 
ےہ‎ ° 
4 (1, tan 30) 


Y 


X 
(1, tan (-30°)) 
, tan (-45°)) 
۶)1, tan (-60°)) 
Y 
.2 1 ۱ y sint 
باشد می‌توان گفت‎ cost ۶ 0 با‎ x 0 می‌باشد» در صورتی که‎ аа 
X cos 


که ساحة تعریف tan QU‏ همه اعداد حقیقی می‌باشد به جز زاویه‌هایی که WOT COS‏ صفر 
ES T 3n СЕ‏ 
باشد. 605 های uk‏ وت 5 صفر می‌باشند. 


T 0000000‏ 
چون )0,1( 45 تقاطع ضلع دوم z‏ رادیان با دایرۂ مثلثاتی می‌باشد» پس با جمع 


CLUB. ш 4 g z a ... دور 1200 رر ظط زوایای‎ eK کردن‎ 
2 2 2 е2 2 


T Є 2‏ 
می آید که قیمت tan‏ آن‌ها تعریف نشده است و خطوط مستقیم 17 = مجانب‌های 
عمودی تابع ob tan‏ 

به همین ترتیب» pled CYL )0,-1( daz‏ دو СОЕ р‏ کردن Qn)‏ 
به همین i‏ الای ضلع T oleas‏ دارد با جمع 


یا یک دور مکمل با å alj‏ کے زوایای ...11۳ ٤‏ ھ ET‏ 
2 


o DD Ob 


می‌آید که در ساحه تعریف تابع tan‏ شامل نمی‌باشند. 

یا ناه تعریف (domain)‏ تابع ‏ تمام اعداد حقیقی می‌باشند بدون йә „дз‏ و یا[ 
T‏ 2 
I уу‏ و Range‏ تابع تانجانت ست تمام اعداد حقیقی می‌باشد. 
پریود تابع تانجانت TU‏ می‌باشد برای }91 4 t‏ رادیان mle‏ که о! tan(t + л) = tant‏ 


tan t О‏ نیز از صفر تا ٥‏ به تر تیب افزایش 
2 
А а о 2 E T‏ - ۲ ۹ بب یڈ 
g‏ و۳ ОЕ ооа‏ 
می یابد tant‏ از оо‏ - تا صفر افزایش می‌بابد. 
جک ЕТ‏ یی ہے ار ا ی و 
ocu Т‏ 


co‏ + افزایش می‌یابد. در dob‏ چهارم تانجانت زاویة t‏ از — تا صفر افزایش مییابد. 
جدول زیر تحولات تابع تانجانت را نشان می‌دهد و تحولات این تابع در اشکال زیر نیز نشان 


داده شده است: 


اگر 0 بر حسب درجه باشد شکل و قیمت‌های تابع tan0‏ طور زیر مشاهده کنید 


چون تغییرات تابع تانجانت در А20‏ )70,270( مثل تغییرات در انتروال л)‏ ,0( می‌باشد» پس 
دور تناوب تابع تانجانت ۲ می‌باشد و تابع {ап‏ یک تابع متزاید می‌باشد. 
از طرف دیگر اگر 0 < 0 باشد گراف تابع tanbt‏ = ۱۱۱ در بین تا یک دورہ 
2 )2 
TU‏ 

f(t) = tan 2t می‌باشد؛ طور مثال: پریود تابع‎ I at را می‌سازد. و پریود لاق‎ (cycle) 
و کرت‎ 

; —=— с 
GE DE مرت ار‎ 
درفاصله 7 تکرار می‌شود. پس قیمت‌های بی شمار ا وجود‎ tant حل: چون قیمت‌های‎ 


دارد که y < tant‏ مساوی به 1- است که در شکل زیر چند OT Зай‏ به طور نمونه نشان 


داده شده است: у‏ 


St ات دارد. پس تمام قیمت‌های‎ Lo ارت بی‎ TT 


21090 7پ K7‏ + = ا SK)‏ عدد تام است) 

تابع tan‏ هر وقت متزاید بوده در تمام اعداد حقیقی تعریف شدہ بدون زوایابی که دارای 
مضرب تاق ‏ باشند دورۂ تناوب T oT‏ می‌باشد زیرا که: tan(ttm) = tan(t)‏ 
چون tan(—t) =—1ап1‏ است. لذا y=tant‏ یک تابع تاق می باشد و در مضرب عدد 


T 
تام تاق 2 مجانب عمودی نیز دارد.‎ 
tangent و‎ cosine . sine خلص مشخصات توابع‎ 


Da, = DM = ІК R gin = کا‎ 5 [—11] 
D. < 5 61۴ : cosx #0} 


- به کدام قیمت زاوی t‏ قیمت تابح tant‏ درا نتروال )20 PEE S‏ 
2 - گراف تابع 34200 = ل را رسم کنید. 


3 - پریود تابع 0 120 عبارت است از: 


هر ہے درست а) 2n b) r c) 3T @ў Жиз‏ 
4-اگر %у;‏ 0 از 0 الى 90° تحول کند. تحول tanO‏ عبارت است از: 
از —oo‏ تا с) +оо‏ از صفر تا 00+ b)‏ از а)—соб-1‏ 


m 4 


Ү 
С 
t DNO АК S т 
X يا می‌دانید که دورۂ تناوب تابع کوتانجانت‎ * 
В چقدر است؟‎ 
تعریف‎ cot(t) LT باشد‎ sint=0 اگر‎ » 
شده است؟ با = چرا؟‎ 
АС А 
= асла 
ОС 
ہم‎ Pu cost 
تعریف نشده است که ا یکت‎ cot(t) باشد‎ sint = 0 می‌باشد» اگر‎ es چون کی‎ 
sin 


ote‏ تام است. (domain) > js åt‏ تابع cot‏ تمام اعداد حقیقی است بدون مضرب تام 
۲ با به عبارت دیگر IR-{t/teIR,t=kr,kez‏ 

یا (0 + Range, dom,, = {t e IR/sint‏ این تابع ست تمام اعداد حقیقی می‌باشند. 

ps‏ اف تابع f (t) = cos(t)‏ در مضرب عدد تام T‏ مجانب عمودی (Vertical asymptotes)‏ دارد. 
(t = km)‏ که k‏ یک عدد تام است. با افزایش مقدار زاویف از صفر A‏ قمت cot(f)‏ 
از +оо‏ تا صفر کاهش cot O° ub ge‏ تعریف نشده) در 42-0 دوم وقتی که زاویة ٤‏ از 
— تا 8 افزایش می‌یابد соё)‏ ازصفر تا ٥‏ - کاهش می‌بابد. با توجه به این که دورة 
تناوب تابع 601مساوی به Л‏ است در ناحیه‌های سوم و چهارم نیز تغییرات cot(t)‏ مثل 
تغییرات ناحیه‌های اول و دوم می‌باشد. حقیقت فوق را در جدول و شکل زیر مشاهده کرده 


می توانید. 


گراف تابع (Graph of the secant Function) secant(t)‏ 
is‏ اف sec(t)‏ و COS (b‏ باهم چه رابطه دارند؟ 
گراف تابع f(t) =sec(t)‏ با گراف Чы, cos(t) м‏ معکوس دارد» زیرا که 


sec(t) =‏ می‌باشد اگر sec(t)‏ را به شکل ES‏ نظر بگیریم وقتی که 
cos(t) cos(t)‏ 


قیمت زاویۂ ٤‏ از صفر به طرف Z‏ یا 90 زیاد می شود قیمت (I) йсоз(‏ به صفر نزدیک 
 ٔ - - ٤‏ 9ف E ООСС‏ 
SECT‏ هرق دہ بت کمی زیاد شود قیمت ¿Sec(t)‏ - شده و 
s л тето Е‏ 
شود پس قیمت cos(t)‏ از 4—1 طرف صفر تقارب می کند و Sect‏ از 1 - به ٥‏ - تناقص 
ہے КЭА‏ 270° = 7 = 1 قیمت sect)‏ غير معین می شود هم چنان وقتی که زاویه ا 
از ?270 + ?360 افزایش کند cos(t)‏ از صفر الی (1) SS аб‏ و sec(t)‏ از + 
CT‏ کل سوک 
Domain sect = IR - {|1 = Qk 5 , kez}‏ 


و Range sec(t) = IR - ft|-1x t€ 1j‏ با تمام اعداد حقیقی بدون انتروال | 1,1-] 3 
یا Range‏ تابع els f(t)=sec(t)‏ اعداد حقیقی اند 45 yp‏ گتر یا مساوی а‏ یک و با 
کوچک‌تر یا مساوی به 1 - باشد طوری که مشاهده می شود دورۂ تناوب تابع )500(1 نیز 


Ic ve و ارت‎ s s t=(Qk+D> در‎ F(t) =seo(t) می‌باشد و تابع‎ ۳ 


یک عدد تام است. 


2 4 
گراف تابع f(t) ас.‏ را ترسیم نمایید. 


(Graph of the cosecant Function) Cosecant گراف تابع‎ 
چه رابطه دارد؟‎ F(t) = csc(t) با گر اف تابع‎ f(t) =sin(t) اف تابع‎ E 


Р 1‏ = : 
چون ود می‌باشد. sint‏ و csc(t)‏ معکوس یکدیگراند. وقتی که 0 = sin(t)‏ 
sin‏ 


cb cS nob . 1 1,- 77‏ 
f(t) = csc(t)‏ تمام اعداد حقیقی می‌باشد بدون زوایایی 
که دارای مضرب‌های تام T‏ باشند. (زوایایی که 50 آن‌ها 
صفر می‌باشند) که در این قيمت‌ها دارای مجانب‌های 

epe‏ ری 
Range‏ تابع f(t) = csc(t)‏ تمام اعداد حقیقی می‌باشد 
که بزرگتر یا مساوی به یک و کوچک‌تر یا مساوی به 


(1-) باشند و پریود این تابع نیز می‌باشد. 

وقتی که زاوی t‏ از 0° الی *90 تزاید کند» پس Sin(t)‏ از صفر الی (1) تزاید می XS‏ و 
csc(t)‏ از (Ji + co‏ )1( تناقص می AS‏ در صورتی که 90° = t‏ باشد 1= CSC(t)‏ می‌شود 
و اگر زاویه t‏ از 90° الی 180° تزاید کند» پس sin(t)‏ از یک به صفر تناقص می XS‏ و 
csc(t)‏ از 1 الی ۰0 + تزاید می کند. وقتی که ?180— 7 باشد 0 = sin(t)‏ و قیمت csc(t)‏ 
غیر معین می گردد. اگر زاوی ا از 180° الی 270° تزاید کند sin(t)‏ از 0الی (1-) تناقص 
می کند و сзс(ї)‏ از (JI - ٥‏ (1-) تزاید می کند و در قیمت 270° = ۶ قیمت 6801 
مساوی به (1-) می‌شود. 

به همین ترتیب وقتی که زاویۂ t‏ از 2709 الی 360° تزاید Sin(t) us‏ از 1- به طرف 
صفر نزدیک می‌شود و 861 از (1-) به طرف - تناقص می کند. اگر 360° ASL t=‏ 
قیمت 0801 „р‏ معین می‌شود.(تعریف نشده است) در 167 = ] این تابع مجانب‌های عمودی 
دارند k‏ یک عدد تام می‌باشد. 

در شکل دایرۂ مثلثاتی در C ikä‏ یک مماس را رسم می کنیم. 

در مثلث قایم لزاویه OCA‏ داریم м‏ 


csc(t) = esc OAC = = = v =ОА (t = ОАС) 


تحولات خط ОА‏ یا (6861) را در جدول زیر خلص می کنیم. 


we 


مشاهده می شود که اگر زاویۂ t‏ قيمت‌هایی از صفر الی 360° یا (2л)‏ را به خود بگیرد؛ 
پس 1- < csc(t)‏ و 16 csc(t) Z‏ می‌شود. شکل زیر را مشاهده کنید. 


فعالیت 
گراف تابع 3861- = AE)‏ را ترسیم کنید. 


جدول زیر را مشاهده کنید. 


از توابع مثلثاتی این نتیجه به دست می آید که با افزایش مقدار زاوية 0 یا زاویه ا نسبت‌های 
مثلثاتی 8100 و 1200 نیز زیاد می‌شوند اما قیمت 6050 و 0 کم می گردد. 


1 - تابع paf Ct) = cot(t)‏ کدام قیمت  с‏ نشده است و چرا؟ 

هر دو غلط اند (С‏ مج 0 b)‏ سا1 а)‏ 
اکر y=‏ ۹۹ ۷" 

a) io 0-1 DELETE 
عبارت است از:‎ ese توابع 566و‎ Капге - 4 


с) 18 -)|-1>1>1(‏ تمام اعداد حقیقی a) IR—{t|-l<t<]} b)‏ 
5 - 6 تعریف (Domain)‏ تابع f(t)=csce(t)‏ عبارت است از: 


T - NES -- is‏ مه 


[DH در انتروال‎ f(t) = csc(t) تابع‎ - 6 


g 27 
m ЧЫЛ „ло 
200 180 7 


ө‏ یك رادیان عبارت از زاویة مرکزی است که طول قوس مقابل OT‏ مساوی به شعاع دایرہ باشد. 


< R 
می توانیم اندازة زاویه را از یک واحد به واحد دیگری‎ 
TU 


0 

Oe‏ برحسب رادیان مساوی است به -- sas Ө‏ قوس ple‏ )491 مرکزی و۲ شعاع 

pn 
می‌باشد.‎ ЭДЕ 
glo X بالای جهت مثبت محور‎ ОТ ٭ اگر رأس زاویه در مبدأی کمیات وضعیه وضلع اولی‎ 
در حالت معیاری اضلاع دومی دو یا چند زاویه با هم منطبق باشند. این زوایا به نام‎ Sle 
زوایای کوترمینل یاد می‌شوند.‎ 

ô pla °‏ مثلثاتی» دایره‌بی REY‏ که شعاع ої‏ واحد طول باشد. 
sin(—0) = —sin 9‏ 
cos(—9) = cos 0‏ 
tan(-0) = —tan Ө‏ 
cot(—9) = —cot 0‏ 


sec(-0) = sec Ө 


sin(90 — 0) = cos 0 
cos(90 — 0) = sin Ө 
tan(90 — 0) 2 cot 0 
cot(90 — 0) = tan 0 
sec(90 — Ө) = csc 0 
csc(90 — 0) 2 0 


sin(x — 0) = sin Ө 
cos(r — Ө) = —cos 9 
tan(m — Ө) = — tanO 
сол — Ө) = —cot 0 
sec(x — Ө) = - 0۵ 


csc(-0) = —csc 9 65007 — Ө) = 0 


sin(2x — 0) = -sin 
cos(2n — Ө) = cos 0 

tan(2n — 0) = — tanO 

cot(21 — Ө) = - cot 0 
860027 — Ө) = 0 


650027 — Ө) = - 0۵ 


sin(x + 0) = - 0ء‎ 
60507 + Ө) = —cos 0 
ї{ап(т + 0) = tan 0 
со(л+ Ө) = -0 
sec( + 0) = –ѕесӨ 


сѕс(л+ 0) = - ۵ء‎ 


sink + 0( = соѕӨ 
7 

OG +0) = -sin 

tan +0)=-—cot 0 
7 

oa +0)=-tan 0 
7 

© +0)=-—csc0 


csoc + 0) = 0 


٭ زوابای Ө‏ و (0+2kr)‏ که SK‏ عدد تام Cul‏ زوایای کوترمینل می باشند که تمام 
نسبت‌های مثلثاتی شان باهم مساوی اند. 

[-1,1] wot Range حقیقی می‌باشند و‎ altel توابع 5100 و 6050 ست تمام‎ domain e 
است.‎ 

abe‏ 0و > ر تابع تاق است» زیرا که  -5180‏ (0-)510 می‌باشد و گراف این تابع 
نظر به مبدأی کمیات وضعیه متناظر می‌باشد. تابع y = COSÓ‏ یک تابع جفت است» زیرا 
که cos(-9)=cos0‏ و گراف ab‏ 20050 نظر به محور ‏ متناظر است. 

٭ دو دو نست‌های زوایای 0 cT‏ .= و 27 تعریف نشده‌اند. 

° دورۂ تناوب توابع sec ¿cos «sin‏ و csc‏ عبارت از 27 و دورۂ تناوب (پریود) توابع 
٥0٤ stan‏ عبارت از T‏ می‌باشد. 

e‏ تابع tan‏ هر وقت متزاید و تابع COL‏ هر وقت متناقص می‌باشد. 

COS alse‏ و 866 als‏ جفت می باشند و cot «tan «sin als‏ و 056 توابع تاق اند. 

٭ اگرگراف توابع نظر به محور y‏ متناظر باشند این گونه توابع جفت اند که برای هر 
x e ۴‏ رابطه f(—x) = f(x)‏ صدق AS‏ 

٭ اگر گراف توابع نظر به مبدأی hady OS‏ متناظر باشند» توابع تاق اند که برای هر » 
x e domf‏ رابطه f(—x)=-f(x)‏ صدق AS‏ 


تحول توابع مثلثاتی طور خلص در جدول زیر نشان داده شده‌اند. 


ЕЕЕ ЕКЕУ 
و 25 انیه باشد. ثانیه گرد چند رادیان زاوية‎ adds 3 اگر گردش انیه گرد یک ساعت‎ -2 
دمت‌های زر را درا‎ ЕК در مات‎ 3 


snK sinJ cosJ cos К tan K tan J 
J secK secJ cot J cot K csc J csc K 
17 


L K 
15 


ghi 1-4‏ یک دایرہ 000 و طول قوس مقابل L l;‏ مر کزی s=85cm‏ باشد i ly‏ 
مرکزی چند رادیان است؟ 

5 طول قوس‌های مقابل زوایای مر کزی slradian‏ 27001011 را در duh‏ در صورتی که 
قطر دایرہ em‏ 10 باشد. 

6 - ضلع دوم (ter min al side)‏ زوایای زیر در کجا واقع می‌شود؟ 


-Tn , gu ۲ -500° , 900° ,-m‏ ‚ ات 
2 2 
7 - زوایای زیر را که به رادیان داده شده‌اند به درجه تبدیل کنید. 
n x x x T T 117‏ 
M 15” 1۶: c 2 0 A‏ 


8 -در مدت 54 iss‏ ساعت گرد و دقیقه گرد یک ساعت ER a‏ چند رادیان می چرخند؟ 
1-9 قطر تابر SSS‏ یک تراکتور یک متر و قطر بز رگ آن 120070 xt‏ وقتی که 
تای SES‏ به اندازۂ زاویڈ 70° بچرخد „б‏ بزرگتر چند رادیان را طی می کند؟ 


л 98 ۷ 1‏ ۰۰۷۷" ر رادیان است. هر یک از 


ЕЕ 


C+ D = 200е A+ D = 240° icis nals ٣۲ В A 212 


YAN 


2n ^‏ 2 & ۰ یع + ۰ 3 
B+D=‏ باشد. اندازۂ زوایای این چهارضلعی را بر حسب درجه به دست اورید. 


3 
3- سیک دوران مکمل مساوی است به : 


3 


Y Um 100 ae 
a) =0 b) een c) ET. d) هرسه درست اند‎ 
دو زاویه ?17 و تفاضل آن‌ها 17 گراد است. مقدار این دو زاویه را دریابید.‎ de pama- 14 
و تفاضل آن‌ها بر حسب گراد» نیز × می‌باشد‎ X برحسب درجه مجموع دو زاویه‎ - 5 
مقدار این دو زاویه را دریابید.‎ 


6 - اندازۂ زوایای زیر را به شکل اعشاری درجه بنویسید. 
108545 ا "36 '15 47° 
17 اندازۂ زوایای زیر را به درجه دقیقه و 456 pas (DMS)‏ کنید. 
4.2075 23.16° 


Tm Зл ay 
O л 3 Eu ‘ SEC نسبت‌های مثلثاتی زوایای‎ 18 


19- درانتروال | 2‚ 21-[ به کدام قیمت‌های 0 1= 51806 می‌باشد؟ 
0 - در انتروال | a 0 at [—2n 2n‏ کدام قیمتھای Ө‏ مجانب عمودی دارد؟ 
21 - از (ü) — (Gi)‏ کدام رابطه درست نیست؟ 


(i)  sin(-x)--sinx (ii) cos(—x) = —cos x 


(11) tan(—x) =—tanx 


pr (G‏ درست اس (а‏ هر سه درست است. 


(е‏ هیچ کدام درست ست. 


sin(—137) eos 72-22‏ و tans‏ را معلوم کنید. 


23 زاویه‌یی را دریابید که اگر از اندازۂ OT‏ بر حسب گراد 23 واحد کم کنیم اندازۂ OT‏ 
بر حسب درجه به دست آید. 

4 - مجموع سه زاوبه 240 گراد است. اگر زاوية اولی 40 گراد. دومی ЗЛ‏ رادیان 
باشد» )91 А‏ سومی چند درجه است؟ 

5 - نسبت‌های مثلثاتی )431 *4185 را دریابید. 

(C 3600 ron ИЕ ©‏ رت 


3n 
4 Dr 27 [ Jis il در‎ y = 0 تابع‎ 7 


هم متزاید و هم متناقص است C)‏ متناقص است b)‏ متزاید است а)‏ 
28 پریود تابع 0 = y‏ عبارت است از: 
37 7 
b — d) —‏ 2 
a) 2x ) тл 95 ) D‏ 


29 - تابع f(t) = cos(t)‏ یک تابع : 
E‏ تا dcl boss s eee cia‏ 
0 - تابعی که گراف آن نظر به مبدأ متناظر باشد عبارت از تابع: 
СС‏ تای است ( 9 7 
at‏ - دور تناوب تابع у = cos0‏ عبارت است از: 


a) m b) = с) 2л а) Зл 


sin 787? L sin 67? - 32‏ چه رابطه دارد؟ 

а) sin787? > 510677 b) sin787?«sin67? c) sin67? = sin 787? 

Klas - 3‏ از تساوی‌های زیر درست است؟ 
a) sec 135? = - 45? b) sec135? 2 esc 45?‏ 
d)sec135? = sec 45? C) sec135? = —sec 45?‏ 

plus - 34‏ از تساوی‌های زیر درست است؟ 
a) tan 240° = tan 60? b) tan 240? = — tan 60?‏ 
c) tan 240? = cot 60? d) tan 240? = — cot 60?‏ 


mS‏ روج 


а) 1 b) -1 ات‎ C 
605997 =? -36 


а) 1 b) -1 c) 0 4)- 


sin(- E) ہو‎ 
а) 1 b)-1 c) 0 d) هر سه درست نیست‎ 


38 نسبٹھای مثلثاتی زاویه ?2430 - را دریابید. 
sin(270? -0) 2? -39‏ 
a)sinO b)— sinO с) 0۵ d) — соѕ0‏ 
40- ?= ساٹ 
2 
تعریف نشده а)1 b) -1 c)0 d)‏ 
9л‏ 
7-41 - )——– 
sec( D )‏ 
تعریف نشده а)1 b) -1 с)0 d)‏ 
tan(-15x) =? - 42‏ 
تعریف نشده а)1 b) -1 c)0 d)‏ 
sec(—1530°) =? - 43‏ 
تعریف نشده а)1 b) -1 с)0 d)‏ 


cot(—2430°) = ? - 44 


а)1 b) -1 
ш Bem e as 
a)l b) -1 c)0 d) تعریف نشده‎ 
ام‎ )=? -46 
а)1 b) 0 с) —1 d) © 
tan(90 + 0) =? - 47 
a) ۵ b)— cotO с) — tanO d)tanO 
tan(270 -0) =? - 48 
a) cotê b) —cotO с) tanO d) – 0 
sin(—1980°) =? - 49 
а)1 b) -1 c)0 d> 
sin(-) =, 50) 
а)1 b) -1 c)0 4)- 


51 - کدام یک از رابطه‌های زیر درست است؟ 


ВИЕ prem 
4 4 4 


XOU) т 
а) sin — = sin — 
4 4 


we. 


BI سے‎ ۷ 
OL درستی رابطه‎ LT 
МЬ 1—2 Sin(a + В) = Sina cos B + 0 
o p A BN PS 
را نشان داده می‌توانید؟‎ 
0 a/ X 
KH 


^ ^ 
1- محاسبه XO Z Jl; ::977)0, + B)‏ را مساوی به 45550 ZOT‏ رامساوی به 8 
جدا می کنیم و آن‌ها را طوری پهلوی هم قرار می دھیم که دو )91 & مجاور تشکیل شوند. به 


شکل داریم که: 
OB 1‏ 
B 1‏ 
HA = НА = sin a cosB‏ ص20 ہہ" 
OA  cosp‏ 
ОН => ОН -cosa cosp‏ کا کر 
OA  cosp‏ 
KB KB =‏ 
sin(a +B) =—— = — = KB‏ 
OB 1‏ 00 
OK OK —‏ 
cos(a + B) = - = — = О‏ 
OB 1‏ 200 


ИНЕ 9 ی‎ л, 
می‌باشند.‎ MA=KH و‎ KM=HA نتیجہ:‎ 
می‌باشد( اضلاع این دو زاویه یکی بر دیگر عمود می‌باشند)‎ OF å alj مساوی به‎ MBA 43; 
داریم که:‎ BMA در مثلث قایم‌الزاویه‎ 

МВ 


_ МВ 
cos(M B A) = cosa = == = جہ سل‎ MB= cos 8 
AB sinB 


MA _ M کے ہے‎ ۱ 
s ضا رر‎ m KH => КН = sin a sinp 

AB sinp ЕТТ 
را عوض‎ BOT قیمت‌های‎ MB و‎ KB.KM به عوض‎ КВ= KM + MB اگر در رابطه‎ 

کنیم (KM = AH =sina cosp)‏ که: 

sin(a + B) = sin a cos P + cos о sin ۵ 
به عوض‎ OK = ОН -KH به همین ترتیب» اگر در رابطه‎ :с05(0 + В) محاسبة‎ 2 
соѕ(о + В) = cos a cos В —sin a sin В 


tan(& + B) محاسبه‎ :3 


sin(a +В) sina cosp + cosa sin B 


tan(a + В) = = - - 
соѕ(о + В) cosa cosp —sin a sin B 
تقسیم می‌نماييم.‎ COSA COSR صورت و مخرج را بر‎ 
sin 0 cos Ê ۳ cosa sin p 
tan 0 tan 
eye cosacosB cosacosp _ В 


cosacos sin asin f 1-080 
cosacosB مج"‎ 


ENT tan 2Z و‎ ۳ sin 120° مثال: 7 ونم‎ 


7 حل‎ 
مہ‎ Jm 71 Тл ک٦ کے کا‎ 
sin — = sin(— + —) = sin — cos — + cos —sin 
12 3 4 3 4 
_ ۷3 42 1 42 ۱ «2 ۷۴۶ 
2 ص99۹۸‎ 4 4 4 
sin 120° = sin(90° + 30°) = sin 90? cos 30? + cos 90? sin 30? 
sin1209 -1. 33.19. 1. 93 
4 2 
соѕ120° = cos(90° + 30?) = cos 90° cos 30? — sin 90° sin 30? 
EE 
5 x^ P tn^ + tan 
tan — = {ап(—+—)= = = = 
I 1— tan —-tan = 1 3 1 7+ تس‎ 
3 3 3 
"0+ تل‎ 
= 
نست‌های مثلثاتی تفاضل دو زاویه‎ 


sin120° =sin(180° — 60°) =? 


اگر در فورمول‌های جمع В‏ رابه —B‏ عوض کنيم داریم که: 
(—B)] = sin a cos(—B) + cos a.sin(—)‏ + 0 ]510 
رم sin(a — B) = sin a cos В + cos a (—sin‏ 


می دانیم که: 
cos(—B) = cos В‏ 


sin(—B) = -sin В 
tan(—B)= – tan B 


isin(a – В) = sin a cosB—cosa sinB | 
cos[a + (-p)] =cosocos(—B)—sinosin(—B) 
cos(a — B) = cosa cos B + sin о sin B 
_ tana + tan(-p) 
moe 1- tan a.- tan(-p) 
tan a — tan В 


tan(a — Б) = 
а 1+ tan о · ќар [3 


cota ‘cot В +1 


به همین ترتیبء نشان دھید که: = cotta — p)‏ می‌باشد. 


cot B — cot a 


مثال 21 cos‏ و sin150?‏ را دریاہید۔ 


حل 
۸07 کر T т T T‏ 
COS — = 009] — — —) = cos — cos — + sin — sin‏ 
6 4 6 4 6 4 12 


۶۲ یی اھ“ 
4 4 4 22 2 2 
sin 150° = sin(180? — 30°) = sin 180? cos 30? — cos 180 ° sin 30?‏ 
аи‏ سی оаа‏ 
2 2 2 2 
مثال2: توسط فورمول‌های تفاضل نشان دهید که E cos(7.-0) = sin Ө‏ 


Je 


cos(7 =0) = cos cos 0+ sin sin ۵ =0-созӨ+1-зїпӨ = sin 6 


cos(270? — 0) = —sin Ө دهید که:‎ olis مثال3:‎ 
حل‎ 


cos(270° — Ө) = cos 270° cos O + sin 270°sin O 
cos(270? — Ө) = 0۰6050 + (-1)sin0 = -sin 
را دریابید.‎ tan120* مثال4:‎ 
حل‎ 
{ап180° - مھا‎ 60 — 0-43 _ X3 


tary le (Qu = tan ISO бу 0 ee eee 
( ) 1+tan180°-tan60° 140-43 1 


سک 


فعالیت | 


- 


òlis‏ دھید که ]— = 59° sin211?cos59?-- cos211?sin‏ و 
cos 211? cos149? —sin 211?sin149? = 1‏ می‌باشد. 


DERI py. 
تمرین‎ COC 


اا БЙЗ‏ دهید که 
tan(45—0) =‏ 
tan Ө‏ +1 
2 مان دهد که ° А‏ : 
sin(a + B) + sin(a — B) = 2 sin a cos В Š‏ 
cos(a – B) — cos(a + B) = 2sin a sin P‏ 
cos277° cos97° +sin 277° sin97° =? -3‏ 
1 
a) —1 b) 1 c) 0 d) 5‏ 


4- توسط فورمول‌های جمع ?240 cos240? «sin‏ و tan240°‏ را ob jə‏ 
5- توسط فورمول‌های جمع و تفاضل OUS‏ دھید که 

[eost + y)+cos(x — y]=cosx-cosy‏ می‌باشد. 

6- نسبت‌های مثلثاتی زاوی 210° را توسط فورمول‌های جمع دریابید. 


ob jə را‎ tan105° و‎ cos105? 8(1 1052 -7 
105° = (60° + 45°) 


8 اگر m S n‏ 5096 را درباید. 
ios 4 ж 4‏ 
9- نشان دهید کہ: cos(a + D) - cos(a — В) =—2sinasinB‏ می‌باشد. 


sin 2° cos 88° + cos 2°sin 88° =? -10 


a)-1 b)l 0 25 


0 20 


x ۰ 
cos—+ sig =? 
3 3 


2 . 2 
cos’ x — sin” х=? 
aS نشان داده می توانید‎ LT 
cos2a = cos? a-sin a2 2cos? а -121-2sin? a 


می‌باشد؟ 


sin 20 =sin(a + 0) = sina cos a + 605 asin o = 2sin a cos O 


cos 2a = cos(a +a) = cosa соз a -sin asin a = cos? a —sin? a 


چون cos? а > 1-sin? a‏ می‌باشد. 
cos 2a =1—sin a-sin?’ a =1—2sin’ a‏ 
و همچنین SiN” » = 1— cos? O,‏ است؛ پس: 
cos 2a = cos? а — (1— cos? а) = cos? а — 1-- cos? a = 2cos? 0-1‏ 
tan a + tana 2 tan o‏ 


tan 2a = tan(a+a) = = 5 
1— ап ‘tan a 1—tan a 


А 4 z 
را‎ їап 20 و‎ cos20 90و و ضلء دوم 0 د دوم باشد 20 5101ء‎ - - 5:1, flo 
5 3 | ل1: اگر 5 و ضلع دوم 0 در ربع دوم‎ 


دریابید. 


حل: cos0 = —/1-—sin? Ө‏ (ضلع que‏ 0 در ربع دوم می‌باشد). 


MCA i! (Ay = i 16 _ سج‎ үз - 3 
5 25 25 TE $ 


sin 20 = 2sin 0cos0 = x X-2- E 


NS 
ооа у ۳ = Ke 
5 5 2 25 
_ 24 
{ап 20 = ш жы сы: 
cos20 -7 7 
25 


d 
را دریایید.‎ tan 20 و ضلءع دوم 0 در ریع اول باشد‎ cosa = — اگر‎ 
sby ضلع دوم بع اول ب‎ E گر‎ 


25 : : 
sin = 13 2‏ و ضلع دوم B‏ در ربع دوم واقع باشد sin2B‏ را دریابید. 


مثال2: نسبت‌های مثلثاتی زاوی ?120 را از جنس نسبت‌های مثلثاتی 60° دریابید. 


| | > 
sin 20 = 2810 a cos q 
ara a nn ш 
223. 9 
соз 2@ = cos? a. sin? a 
: 1 1 3 1 
cos120° = cos? 60° —sin2 60° = ( y_ By ۔‎ Ж رھ ری‎ 
2 2 4 4 2 
رت‎ аа => tan120° = لد‎ . 2G 
1-30 a 1—{ап°60° 1-3 
به همین ترئیب‎ 


sin Ө = Ы 
2) 2 


Ө 


2 tan — 
uu ٤٤٤ 9 е ‚ tan0- 2 
2 2 2 00ە0)"‎ È 
2 
مثال3: اگر ?180« 0 > 90° باشد و ۵50-3 باشد» قیمت 00820 را دریاہید.‎ 
2 A حل‎ 
X SEVA f 
)-3( +y = 4° 


n 
r 4 


2 


cos 20 = cos? 0 —sin2 0 = ( M 
n Ee as 


اگر 180°< 0 > 90° باشد و ے600 باشد قیمت = sin‏ را دریایید. 
ہجرد . ۱ 0 
همچنین می توان قیمت‌های 8100ء соѕ0‏ و tan0‏ را اا دریاہیم: 


dens 
sin0- = == = 
1 sin? —+ cos? — 

2 2 

زیرا می‌دانیم که: 


sin2 ae B =] 
2 2 


А 0‏ 
( صورت و مخرج را بالای — соз‏ تقسیم می کنیم) 


2sin—-cos— 2sin = 
cos? 2 aon Tene 
sin Ө = = 2 = 
sin can = sin? — 1+ tan? 
+1 
cos? e cos? — 
2 
0 Ө cos =ош cos? OE sin? B 
0090 = cos? ——sin^ — 2 8 2 2 
2 2 1 . 0ر‎ ,0 
0 0 Sin —+COS — 
cos? اد‎ — 2 2 
2 2 
cos? sin cos? 2 
cos ĝ = = 
sin? 2a cos? g sin? 2 cos? ۳ 
о ار‎ 2 
cos?— cos? B 
2 
era 
2 
1—1ап^— ШО 1+ tan? — 
cos0 = gc = = E 
1+ tan? — نت‎ 1 — tan? 1 — tan? 2 
1+ tan? 9 
2) 


ھمچنین می توانیم نسبت‌های مثلثاتی زاویة 0 را از جنس نسبت‌های مثلثاتی )31 & 20 به دست 


2cos? 9-1 = cos20 


2cos? 021-4 80 


1+ cos 20 
2 


Ü ۸ٰ ۶‏ ۵ پ پگ" 
Ç 2 2‏ 2 


cos’ Ө = 


сес 
1—2sin? 0 = соѕ20 


—2sin20 --1-4cos20 
_ 1-cos20 
2 


1—cos 20 Y Е 1—cos0‏ کے ہت 
ү б 2 2‏ 

ee |1—cos 20 3 M: |1—cos0 

1 + cos 20 - 2 1+ cos Ө 


2 
مثال 1: نست‌های مثلثاتی 30° را از جنس ?60 دریابید. 
sin30° ]1- 0‏ 
2 
2 


sin? 0 


حل 
1 
m i‏ 2 2 
2 4 2 
E 2‏ 
созбе s [1+ cos 60 2 3c 2 3‏ 
22 2 
tan 30° = ۳ ЕЕ‏ 
5 .43 60° + 1 
2 
2 2 : ورے O‏ 
مثال2: اگر 270° > > 180° و -- - 0 SL sin‏ قیمت COS—‏ را دریابید. 
3 2 
حل 
x fy =r‏ 
x? + )-2( 23‏ 
Р -235‏ 
r‏ 


3 
(زیرا قیمت ‏ در ربع دوم منفی می باشد.) 5لہ- = ?)2—(— x =+.J32‏ 


چون *270 > 0« ٭180 است» پس سی ES‏ 


0 


90° > 0199 L 


ان دهد که duco eT 40080 = 2cos > =I‏ می‌باشد. 


مال 3: اگر 0٥0-۰‏ باشد و ضلع دوم 0 در ربع اول باشد. قیمت‌های = 


cos—‏ و — tan‏ را دریابید. 
2 2 


jode s 


sin 0 = 41- cos? Ө G 4 - 
5 2۵ 5 
4 
. 0 1-00 5 5 MMI 1 
Sin — = = = = s = 
21 2 ی20‎ 57 
s 9 
0 ۰ <-_ 0 s js ۶۶ص‎ 
cos—= = = A 
Z 2 2 z وا‎ 2 rmm 
1 


4 

0 1—cos0 m n 1 
{ап — = == = = 

2 \1+соѕӨ 4 \9 3 

5 


عے 


sin 30 | cos 30 
sinO مہ‎ ۵0 


مثال4: Las OUS‏ که 2- 
حل 


sin30 ہم٥‎ 30 _ 18300080 609305180  sin(30—0) 

sin cos | sin0cos0 ` 00ء‎ 
_ sin20 _ 291800080 _ 
 sinOcos0 sin0cos0 ` 


sin 20 = 2sinðcosð , را وٹ‎ 
соѕ20 = cos? 0—sin? Ө = 2cos? 0—1-1- 2sin? Ө 


соз0 = cos? 7 sin? = 2cos 7.-1 EI 


2 — 
2tan0 FA 


- ° tan 0 = 
1-000 1 ‚0 
— tan 2 


sin0 =+ 1—cos20 5 cos0 =+ 1+cos20 
Y 2 \ 2 
[1—cos20 

tan 0 =+ 
1+ cos 20 


tan20- 


í š‏ € تمرین 

1- نسبت‌های مثلثاتی )2409431 را از روی نسبت‌های مثلثاتی )31 4 ?120 دریابید. 
See‏ : 

ob > و 12020 را‎ cos20.sin 20 ضلع دوم 0 در ربع اول باشد‎ sind по 
۰ 4 = 

Abos در ربع دوم باشد 2/ 6030 را‎ Ө و ضلع دوم‎ sinO xc 
. T EU 

ЗЕТЕ mo P Ne 
: : 12 _ 

шз 5‏ و ضلع دوم 0 در ربع دوم باشد 2/ 5180و tan0/2‏ ;1 دریابید. 

6 - نسبت‌های مثلثاتی )431 ?15 را به کمک نسبت‌های مثلثاتی زاوی ?30 دریابید. 


7-اگر p = Š‏ «زوباشد و ضلع دوم در ربع دوم باشد» قیمت ]8102 مساوی است 
E‏ 


120 120 169 


Æ b ی‎ 
а) 169 ) 9 9)-—1 Уа 
cose en) -?.8 
cos sinp 
а) 2 b) 1 c) -2 d) -1 


30 


ibl صحت‎ LT 
را‎ cos 90? = 4 cos? 30? — 3cos 30? 
داده می توانید؟‎ OU 


sin(a +B) = sina cos В + cosa sin В NU 
sin3a = sin(20 +o) = sin2a cosa. + 0 

51830, = 2sina.cosa -cosa + (1 — 2sin^ a)sina 

=2sinacos a + Sin a = 2sin’ a (sin 20 = 2sina cosa) 

= 2sina(1— sin? a) + sina - 25іп? a (cos2a = 1— 2sin? a) 


= 2sina - 25іп a + sina. — 2sin^ a 
| sin3a = 3sin a — Asin? а | 
به دست آورید.‎ sin 60? را از جنس‎ sin180? :1 Jiro 
حل‎ 
sin 180° = 3sin 60? — Asin? 60° = 


343 343 0 


ك 2 


By 38 _- 5 


2 2 8 


= 0 


cos(a + В) —cosacosp -sin asin р "y 
cos3a = соѕ(20 + a) = cos2a. cosa - sin 2a sin a 


= (2cos? a. - 1)cosa —2 sin о COS O SiN O 


= 2cos'a—cosa —2sin’ acosa 

—-2cosa-cosa-2cosa(l-cos'a) (sin о =1-cos’ a) 
3 3 

=2cos a—cosa—2cosa+2cos a 


cos3a= 4с05 a —3cosa | 
فعالیت‎ 


7 را از جنس wh > с0890°,‏ 


مال2: соѕ180°‏ را از جنس cos60°‏ دریابید. 


۱ ES ۹۹۶۶ 


cos180? = جو جم‎ 3.—-4. = =—1 
2 2 э 2 2 7 
:tan3 oc دریافت‎ 
И = tana + tan B 
] - tana tan p 
2tana t 
tan 2a + tana lm as ات‎ 


tan Зо. = tan(2a + o) = = 
l-tan2a-.tang 0ں‎ 


— tano 
1—tan a 
230 a + tana — tan” о 
1-372 a  2tana-tana-tan'a  3tana—tan’ a 
1—tan? a—2tan’o 1—tan?a—2tan’o 1-107 а 


]-tan^ a 
دریابید.‎ tan 45? را از جنس‎ tan135? مال 3: قیمت‎ 
حل‎ 


3 مها‎ 45 - (ап? 45° 3-1 2 
1-3102 45 1-31 -2 


1001135 = 


مثال4: olis‏ دهید که 30 0sin(60° —0)sin(60° +0) = ѕіп‏ 4510 می‌شود. 
حل 
4sin O(sin 60° cos0 — cos 60° sin O)(sin 60° соѕ0 + cos60' sin Ө)‏ 
4sin "td cos 0 l sin ey 3 ВОН Ө)‏ = 
2 2 2 2 
Ө i 0) = sin 0(Gcos” 0 - sin? Ө)‏ ےت 4sin‏ = 


Sin 0[3(1 — sin? Ө) - sin? 0] = sin 0 -3—3 sin? 0-sin Ө 

= 3sin0 — 4sin Ө = sin30 
: (o + 6 + Dl نستھای مثلثاتی‎ 

sin(a + В +ГЙ=вш[о. + (B + Г] = sin a cos(p + + cos a sin(§ + DJ 

= sin a(cos B соз L+ sin B sin 01+ cos a(sin В cos Г} cos Bsin Гу 

=sinacosBcosL} sin о sin Bsin L} sin В cos cos L} sin Léosa cos 3 | 
cos[a + (B+ LJ] = cosa cos(B + Dl- sin a sin(§ + DJ 

= cosa(cos B cos LÈ} sin Bsin Dl- sin о(ѕіп B cos Г} cos sin ڑا‎ 


= cosa.cos م‎ cos соз sin Bsin L- cos Sin asin В - cos B sin asin L 


tan a + tan(p + Гу 


tan(o. ۵+ = tan[o + (B + DI] = 1— tan o. -tan(B + DJ 


tan(a + В+ D|] = 


1— tan a 
1- tan B- tan U 


tan a — tan a tan ۵ tan L} tan B + tan LI 


Ы 1- tan B tan L| 
` ]- tanptan LF tan a tan В — tan a -tan L 
1- tan B- tan L 


8 tan a + tan В + tan L+ tan о tan B - tan [| 
1 — tan a- tan Ê — tan tan L} tana tan LÎ 


مثال sin135° 3S‏ را از جنس )?60 + ?45 + sin(30?‏ دریابید. 
حل 
sin 135? = sin(30? + 45° + 60°) = sin 30? cos 45? cos 60°‏ 


—sin 30° sin 45? sin 60° + sin 45? cos 30?co60? + sin 60? cos 30? cos 45? 


BB‏ 1,48 48 48,42 142 1 کہ 1۔ 
7 +7 5 90 2 2 2 
2 _ 4۷2 _ 3۷2 , ۷2 .342 46 46 2ل _ 
ee 7 8 2‏ 


RUNE ы А 
تمرین‎ < 4 
wh > tan 30? و‎ cos30? «sin 30? رابه ترتیب از جنس‎ tan 90°. cos 90°. sin 90° -1 


cos135? -2‏ و tan135?‏ را دریاہید۔ 
)60° + ?45 + ?30( = ?135 


8cos @ - 6cos0 =? -3 
a)cos30 b)2cos30 c)- 2cos30 

Cos(A- BC) -4‏ را از جنس نسبٹھای مثلثاتی زوایای СГВ ‚А‏ دریابید. 

Las altes =5‏ که: 


4cosx cos(60° —x)cos(60° + x) = cos3x 


tan x tan(60° — x) tan(60° + x) = tan 3x 


LT‏ قیمت 60° sin30° + sin‏ را دریافت 
کر ده می‌توانید؟ 


sin(A + B) = sin А cos B + cos А sin В....(1) 
sin(A — B) = sin A cos B - cos А sin B....(II) 


اگر ۴ = 8 +4 و ۾ = 4-8 فرض شود و 345 (D)‏ و ID‏ باهم جمع شوند 


داریم که: 
sin( A + B)+sin(A – B) = 2510 A cos B‏ 
А+В=р‏ 0 < ۳ + ۸ 
_A+B=-q A-B=q‏ 
2B-P-q 2۸ < ۳+‏ 
a s Ба‏ 9و 
2 2 
درنتیجه داریم که: p+q p-q‏ 


прш ов 5 


اگر از ,41 ]رابطه 11 تفریق شود داریم که: 
sin(A – B) = 2cosAsin B‏ - رط + sin(A‏ 


Вара 


sin p -sin q = 2cos 5 


په مین ہریت 
cos(A + B) = cos А cos B -sin Asin 21‏ 
cos(A — B) = cos А cos B + sin A sin B....IV‏ 
اگر رابطۂ 111 با رابطةۂ ГУ‏ جمع شود داریم که: 
cos(A + В) + cos(A — В) = 2 соѕ А соѕ B‏ 


ваа ۰۰٤ 
2 2 


COS p + cosq = 2008 


cos(A + B) ^ cos(A – B) = -2sin Asin B 
рде р-а 


cos p —cosq = —2sin 5 


قیمت ?30 sin 60° + sin‏ و cos 60? + cos30?‏ را دریابید. 


sin p Я sinq _ sinpcosq+cospsinq _ sin(p+q) 


tan p + tan q = 
cosp cosq cospcosq cos pcos q 
Е sinp _ sinq _ sinpcosq—cospsing | sin(p —q) 
cosp cosq cospcosq cospcosq 
2778570807 = tan 50 نشان دھید که:‎ al مثال‎ 
cos 70 + cos 30 Ç 
ہد‎ 70+30 70-30 
sin 70 + sin 30 2 2 sin 50 cos 20 
= = = tan 50 
cos 70+ cos 30 COD cos 50cos 20 


2 2 


sin Зх +sin x = 2:sin 2x -cos x 4a» Ol Б 


حل 


32 + Зх - 


sin 3x + sin x = 25101 5 cos = =2-sin2x-cosx :b 
a a a E 
sin psinq sinpsinq 


60920-60828 _ 


4 و مه 1 0— t‏ 
مثال 2 نشان دهید کہ: sin20--sin 2p an(B.—6)‏ ^ 


cos 40 — cos 20 = —2sin30sin Ө‏ می‌باشد. 


حل 
dein 28 * 28 gin 20—2B‏ 
-2sin(0-p)sin(0 - p)‏ ہے 50 2 90^ cos20-cos2p‏ 
sin20+sin2B „.. 20+2В 20-28 2sin(8+ B) cos(® - p)‏ 
2 2 


|. sin(0-p) _ = e 
- کت‎ = —tan(0 – B) = tan(p — 0) 


cos 40 — cos 20 = —2sin БАДЕН sin = UH 


2 
تبدیل حاصل‌ضرب نسبت‌های مثلثاتی زوایا به مجموع و تفاضل 


= —2sin30sin Ө 


sin p + sin q = 2sin 


sin(A + B) + sin(A — B) = 2sin A cos B A-B-q L 
2sin A соз B = sin(A + B) +sin(A — B) 


sin A cos B = BE + B)+sin(A — В)] 


چون: Sin(A + B) - sin(A — B) = 2009 A sin B‏ می باشد 
2cos Asin B = sin(A + B) - sin(A – B) 9‏ 


cosAsinB = ДЕ + B)-sin(A – В)] 


cos(A + B)  cos(A — B) = 2соѕ A cos В چون:‎ 
2cos А соз B = cos(A + B)+cos(A — B) те 


1 
cos А cos В = zones + В) + cos(A — B)] 


cos(A + B) – cos(A — B) = -2 510 Asin B جون:‎ 
—2sin Asin В = cos(A + B)—cos(A - B) پبس:‎ 


۱ Р 1 
sinAsinB- є ٣٢ + В) – соѕ(А — B) 


= 0۸ — رط‎ - cos(A + B)] 
دھید که:‎ OUS :1 مثال‎ 


sin 8x +sin5x + sin 2x 
— = tan 5x 
cos 8x + cos 5x + cos 2x 


b: cos 759 cos 15° = ا‎ 


iade 
. 8x 42x 8x -2x 
2sin COS 


2co 


+ 10 5х 


8 +27 8х-2х 
S cos 
2 
_ 2sin5xcos3x+sin5x _ sin5x(2cos3x+1) | 


+cos5x 


= بجی ھت دج ات‎ г = tan5x 
2cos5xcos3x+cos5x  cos5x(2cos3x +1) 


bu 


ыш du zt = —2sin 45?sin 30? 


cos 75? — cos15? = —2 - sin 2 


N21 ۲ 


@ 


مثال2 به شکل جمع یا تفاضل تبدیل کنید: 
2cos95?sin13? = sin(95? + 13?) —sin(95° —13?) = sin 108° — sin 82?‏ 
соз38°соз 61° = " [cos G8" + 61°) +c0s(38°-61°)]‏ 
1 1 
cos(—23°)] = о 99° + cos 23°]‏ + 99° “1 = 
л ПЕ п МЇ‏ 
cos(x + —)cos(x – —) = —[cos2x + cos —| = —cos 2х‏ 
n (x m zi 7! )‏ ( 
مال3: 


cos 34°sin 28° = > [sin(34° +28°) —sin(34° — 28°)] = (sin 62? — sin 6°) 


2c0os45?cos15? = cos(45? 4-15?) + cos(45? —15?) = cos 60° + cos 30? 


T o lae 


QUT 7 
sin100cos40 = 0 + 40) + sin(100- 40)] = in 140 + sin 60) 


1 
ره‎ у) + соѕ(х – у)] = cosx cos y :4 دهید‎ olis A مثال‎ 


می‌باشد. 
حل 
à :‏ 1 1 
pius +y)+cos(x - y)] = ier: X COS y —sin x sin y)‏ 
1 ۱ ۱ 
(cos x соз y + sin x sin y)] = d X COS y + COS x соз у)]‏ + 
1 
e COS X COS y) = COS X COS y‏ = 


sin 80 соз Ө -sin 6060930 _ 


مثال 5: نشان دهید که: .20 O — - tan‏ ——— می 
cos 20cos Ө — sin 3051п 40‏ 


© 


| е ۱ ۳ 
O OOOO ھ۶"‎ т, 
сое сорап ; (60530 + cos 8) +2 (cos 70 —cos 0) 
_ Sin70—sin30 . 2cos50sin20 520 _ 


= = = = tan 0 
cos30+cos70 2cos50cos(—20) соѕ 20 


ATB A B 
` COS 


sin A + sin В -2-sin 


ОТЕ и -sin 
А 

cos А + cos В=2-со$ -COS 
A+B A-B 


cos A — cos B = —2 - sin -sin 5 


mc E‏ ار 
cos A cos B‏ 


cos A cos B 
sin AcosB = Sisina + B) + sin(A – B)] 

cos Asin B = ДЕ + В) —sin(A – B)] 

cosAcosB = 0۸ + B) + cos(A — B)] 


5101۸ sin В = ۸ + B)- (cos A - В)] = : [cos(A — B)—cos(A + B)] 


تمرین 


cos 37? + sin 37° 
- = cot 8? 
cos37? — sin 37? 


pole -2‏ 2 — نسبت‌های مثلثاتی زوایای زیر را به شکل جمع یا تفاضل» تبدیل کنید. 


sin 5x cos8x sin 30cos 50 cos30? cos 60? 

sin 32?- cos 24? cos 5x sin 8x cos 70sin 50 

sin 88°sin12° 2sin 60°-sin 20° 

20 -51п 40 2cos75a-sin 25a s T е. 


2 2 
as‏ حاصل‌جمع و یا حاصل تفریق نسبت‌های مثلثاتی زوایای زیر را به حاصل‌ضرب تبدیل 


sin 94° — sin 86? 


sin 80 + sin 40 


5x 


ON. 
sin — — sin — 
3 


6 


A-B 
2 
ران دھید که:‎ 


cot5p 


А+В 


cos +cos 
2 


cosp-cos9p _ 


sin p + sin9p 


=© 


2 


cos56° + cos 22? sin 84° — sin 76° 
cos86°+ со 22° cos84° — cos 76? 
c0s95? — cos41? sin ںا‎ 
cos сов А cos84° + cos 76? 


sin 4А - 2A ^ 


=tanA 
cos4A+cos2A 


sin10°-sin30°-sin50°-sin 70° = = 


cos20?-cos40?-cos60?-cos80? = a 


А+ 8+ 0<180* $1-5‏ باشد (مجموع زوایای داخلی یک مثلث) نشان دھید که: 
کے E‏ رت 


as olis -6‏ کہ: 0 = 70° sin10* + ѕіп 50° —sin‏ می‌باشد. 


sin 30? cos 60? + cos 30° sin 60? =? 


-] 
a) -1 b)l c) 0 d) ۲ 
sin(180? + 0) = -sin Ө cos(180° + Ө) = —cos0 
sin(360? — Ө) = - ۵0 sin(270? + Ө) = — cos 0 
cos(270° + 0) = sin Ө cos(360? — 0) = 0 


p=. 


اگر شعاع یک Some plo‏ باشد. طول 
قوس مقابل )491 مرکزی 45° OF‏ چند 
cm‏ می‌شود؟ 


اگر طول شعاع‌های دو قوس باهم مساوی باشند» طول‌های این دو قوس با اندازۂ قوس 
بر حسب رادیان متناسب می‌باشند» طوری که در شکل زیر مشاهد می‌شود: 


A 60 
AB _ A'B' 
mAB r) 
т A'P' 


a 
اندازۂ‎ S اندازه‌های این دو قوس برحسب رادیان می‌باشد.‎ mA'B',m AB که‎ 


قوس دو برابر شود؛ طول قوس نیز دوچند می‌شود. 


اگر اندازة یک قوس ۰0 شعاع دایره R‏ طول قوس مقابل زاویه 0 (L)‏ و C ніз los‏ 


باشد» داریم که: 
Lee‏ 
| 360° 0° 
O =>‏ محیط C-22nr o pla‏ است» پس: 
de es 2nR‏ 
*180 360° 0 


متو جه باید بود که اگر انار قوس و با 9 برحسب رادیان باشد Г = КӨ‏ می‌شود. 


مثال1: طول قوسی راکه در مقابل )431 مرکزی 459 واقع باشد دریابید اگر شعاع ЭР‏ 
00 باشد. 


E 11cm‏ 7 و ار 
7 4 4 180° 


مثال2: اگر شعاع دایره 14017 بائد طول قوس SL‏ در مقابل quU A Му)‏ رادیان 
اقم Lab‏ دریابید. 
ج du‏ 1-0 


Fu cn ш 
4 7 4 


مثال 3: اک بک co pla‏ در مقابل زاویة م رکزی 45° طول قوس 37:000 باشد» شعاع این 


دایرہ ,| دریابید. 


ы ا‎ ئ٤‎ E radian چون‎ : Je 


L=R0 
uode. cm = 12cm 
0 T T 


a ет. АВ С И ہو سو‎ ee e 
دایرہ‎ ‚ш 4 lj باشد» 0 را‎ m АВ 51.01 قطاع نامیدہ می شود اگر‎ 
می گویند یا قطاع را این طور نیز تعریف کردہ می توانیم:‎ 

قسمتی از سطح دایره‌یی که ر بین دو شعاع دایرہ واقع باشد قطاع نامیدہ می‌شود. 


B 
P 


مساحت قطاع ۵ا یرہ: مساحت قطاع 0 رادیان در go plo‏ به شعاع R‏ مساوی است به 


1 
0 =8 که S‏ عبارت از مساحت قطاع و R‏ شعاع دایره می‌باشد؛ زیرا که: 
on » nR? -0 1‏ 
= = 


Q^ 


و یا اگر 0 برحسب درجه ASL‏ 


360° R? 
T —>S=nR’ x 
0° S 360° 


مثال 1: اگر شعاع یك دایرہ 10cm‏ باشد. مساحت قطاع را دریابید در صورتی 9j 64S‏ 4 
قطاع 90° = 0 باشد. 


حل: چون —Ç Radian‏ = 90° است: 


09- > 8 
2 
zm Í| 5 d 3‏ 1 
S=—(10cm)* -— =—-100cm* -— = 25лет‏ 
2 2 2 2 
مثال 2 اگر شعاع دایره 10cm‏ باشد. مساحت قطاع دایره‌یی را دریابید که زاوية قطاع OT‏ 
bsp‏ 
حل Qu pe z Radian‏ 
5 180° 


S а n UE 20xcm? 
2 2 5 


مثال3: اگر شعاع یک دایرہ 6010 و مساحت قطاع ОТ‏ 1500 باشد طول قوس این قطاع 
را دریابید. 


حل 


R°0 b 151cm? = (6cm ye‏ -و 


151ncm? 21802 Ө = t = T Radian 


JL = R0= 6em 7 = Srem = 5.3.14em=15.7em‏ قوس 


مثال4: دایره‌یی» دارای شعاع la «Ll 7cm‏ 9 مساحت "E‏ طول قوس مقابل }43 
مرکزی ?60 و مساحت قطاع مقابل 609 را دریابید. 


حل: چون Radian‏ == 60° است. پس: 


Cadre «2... Tem = dcm , ۸2۴ =Z 400m? ж 154cm2 


تر لو کہ 7 02 
3 2 2 وت 


مثال5: اگر شعاع یک دایرہ Scm‏ و 4515 قطاع آن ”45 باشد» مساحت قطاع» طول قوس 
مقابل قطاع و محیط این قطاع را دریابید. 


" حل‎ 
ا قطاع‎ =й” азе = (8cm)? (314) T = 25,12cm 
5 360° 360° 
Ө 45° 
E ٢2م‎ 7-7 TG ERG = 2.8ст:3.14: = 6.28ст 
قطاع‎ ٦ 360° 360° 


+2R = 6.28ст +2: 8ст = 22.2800 


E‏ 21 = محرط قطاع 
3 


60? 


فعالیت 


اگر شعاع دایرہ 10610 باشد مساحت قطاع را دریابید که اندازۂ قوس oT‏ 2169.180° و 


۴ باشد. 


مثال 6 مطابق شکل زیر در یک قطاع ?90 مربع به شعاع R‏ محاط سك است مساحت 
aol‏ خط شدہ را Ab ja‏ 
حل: چون شعاع R opl‏ می‌باشد» قطر مربع در ربع دایره» d=R =а-/2‏ ا 

2 


R =‏ 
a S|‏ ضلع مربع باشد یک ضلع مربع iE‏ و مساحت مربع CE‏ می‌باشد چون 


1 

مساحت ربع دایره 7۳18 است. 

2 2ھ 

R 

VA L] 

R 
ET RU MI Ne! CMT NOT 
nus x = 4 (т 2) مساحت قسمت خط شدہ مساوی است بە:‎ col ple 


می‌باشد. 
مثال7: در شکل ©з)‏ قطاع دایره‌بی 4 شعاع او 4 å olj‏ مکی 300° олі»‏ شده است. 
محیط این شکل چند سانتی‌متر می‌باشد؟ 


300۰2715 SaR 
х= = cm 
360° 3 


360° 2nR 
300° x 


دہ( + em = rR‏ این شکل. 


قطعة (Segment of a circle)o fo‏ قسمتی از سطح دایرہ بین قوس و وتر مقابل 
OT‏ را قطعه می گویند. قطعة ә різ‏ برحسب 


قوس ol‏ مشخص می گردد؛ طور مثال: 


В T n P. 


Т 


مساحت قطعه: 5l Jul‏ 5 مساحت 4.25 QU s; Ө‏ در دایره به شعاع مساو است 14 


S= R°(0-—sin@) 
وصل کنیم‎ B را با نقاط ۸ و‎ © ib مساوی به 0 رادیان باشد و‎ AB زیرا اگر قوس‎ 
n مساحت قطاع‎ АОВ داریمکه: مساحت مثلث‎ 
مساحت قطعه‎ Š= مساحت قطاع‎ Soap — مساحت مثلث‎ Sa 


А 
متساوی‌الساقین می‌باشد بدین اساس‎ АОВ c در شکل زیر مشاهده می شود که‎ 


ROL‏ ارتفاع 


چون 2sin eso‏ = 810 می‌باشد. 


À pes opa s 
АОВ مساحت مثلث‎ = = 2 =R 5180 در نتیجه:‎ 


R?sinO 
2 


1 
چون = A, — ele e у‏ مساحت قطاع می‌باشد. 
DES 1 7 ۰‏ 1 2 1 > - 
پس: с ес (9—sin0)‏ ;> 
مثال 1: در شکل قبلی 6.800 = К‏ اگر شعاع یک دایرہ т = 6,8cm‏ و )43 یک قطاع OF‏ 


А 
و مساحت قطعة این دایرہ را دریابید.‎ ۸ 0 B دایرہ 717 = باشد» مساحت قطاع» مساحت مثلث‎ 


R = 01 

0-271? 

чо 8cm)? -3.14 ia = 28.64cm?‏ 7 مسا ظا 
کر رد 360° وت 


° 


x 5.54ст 


1 
шо‏ = بزارتفاع معا 
2 2 


соѕ35°30'= 0.8141 
Р TO yl 
dts قاعده‎ b 5 >>> Sin 5 


° 


x 7.9cm 


sin 35°30'= 0.5807‏ 
este PR sin Ө = (6 от) -sin 71° = 21.96072‏ 
sin 71° = 0.9455‏ 
مساحت مثلث - مساحت قطاع = مساحت قطعه 
28,64cm^ —21,96cm’ = 6,68cm?‏ مساحت قطعه 
مثال2: مساحت 408 دایره‌یی را به شعاع R‏ و قوس АВ‏ دریابید؛ اگر: 


ab A B= 60°, R =12cm 


7 X3 


5 > S R°(0—sin 0)= 5 (12em)*(E-sin 2 —)=— j; Aem E-> 


x v3 


=72cm جح‎ 24ncm? —36.J3 cm’ a 


١ فعالیت‎ Ө 
Г\ `A ۱ 
А26 > АВ < 120* وقوس‎ бст مساحت قطعه‌یی از دایرہ را به شعاع‎ 
جدا‎ 6cm بوده و توسط وتر‎ бет oT را دریابید که شعاع‎ o pla مثال 3 مساحت قطعه‌یی از‎ 
شده باشد.‎ 


T 
حل: چون قوس قطعه 3 رادیان است.‎ 
رج ہج‎ 


(бт —943)cm?‏ )هه 


= 6(3.14)cm2 —9(1.73)cm2 = 3.27cm2 


ө 


اگر طول دو ضلع یک مثلث Аст‏ و 
0 باشند و زاویه بین این دو ضلع 30° 
۷٣‏ مساحت مثلث را دریافت کرده 


می‌توانید؟ 
А‏ ہے в‏ سس — 
چون a BH h‏ در h=csinA ee‏ می‌شود. 
с‏ © 
ارتفاع . قاعده 
از هندسه می‌دانیم که مساحت یک S= a) E‏ ( است. 
b-h‏ 
_ 


: : 1 
еро (h 2 csin A)‏ 
فعالیت 
از رآس‌های A‏ و C‏ مثلث مذ کور ارتفاع‌ها را رسم کنید و نشان دھید که: 


1 . 1 А 
می‌باشد.‎ Sane Sy Sane E 


مثال 1: مساحت the‏ را دریابید که طول ضلع a =3,5cm‏ و С=бст‏ بوده و وسعت 


bal‏ بین این دو ضلع ?47,5 = B‏ باشد. 


حل 


д = 230 ۲ 
2 
sin 47.5 = 0.73727733 


А = ` -3,5cm - 6cm -sin 47,5? = 7,74cm* 


مثال2: مساحت مثلثی راکه در شکل زیر مشاهده می‌شود دریابید. 
حل 1 1 
A = zübsin C= - (8/13)sin 130° = 39.83cm°‏ 


C 


Am 
a-8cm Dom b-13cm 8101130 = 0.7660 
B A 


Cc 
— n А 
A =30° زاویۂ‎ ,AB- AC = 8em, ABC متساوی‌الساقین‎ Cute مثال 3 در‎ 
ای اکا کے کرابت‎ 
S- AB. ACsin 30° ^ 


У 


tj‏ سا | دا 
با | м‏ 


=16cm° 8cm 8cm 


B C 
مساحت مثلث از روی سه ضلع آن(فورمول هیرون)‎ 


ande Kp-bXp-c) nB- K(p-aXp-o9 ون‎ _ K(p-aXp- b) 
2 bc 2 ac 2 ab 


` a+b+c . ۳ ٦ EN | 
و ا‎ з یت‎ O 


خواندہ اید که: 


А 1—со$ А B 1—cos B E 1-0 
= [ ]sin — = [ сп = = 
2 2 2 2 2 


sin 


be + ”ع‎ - 
2bc 
bore =a See ск; 
2 2bc Abe Abe 
2 


Е [a^ - (b — c) ст 
5 Abc 5 Abc 


چون: A+b+c=2p‏ می‌باشد. 


در هر cos À = ele‏ می‌باشد که این رابطه را به نام قضیه COSINE‏ یاد 


a—b+c=a+b+c—2b = 20-20 = 2(p- b) 
8 <ه-0+‎ 4+0 + 0-26 - 20-26 - 2(p-c) 


قیمت‌های (a—b+c)‏ و (at bc)‏ را عوض می کنیم؛ پس داریم که: 


sin 


A _ ماع‎ _ p 
2 4bc bc 


به همین طریق OUS‏ دھید کە: 


ss P [р—а)(р-—с) ү = K(p—a)(p - b)‏ کت" 
ac 2 ab‏ 2 


به همین ترتیب می‌توان نصف EX cosine‏ زاویه را از روی طول اضلاع مثلث به دست 


esa. و‎ 9 "۶٘ 080 89 +۶ ۶ 
2 bc 2 ac 2 ab 


آورد. 


© 


A ۱ 2‏ | 
ثبوت: چون 2 7 GSE‏ ہے لقن 
قیمت cos А‏ را وضع می‌نماييم. 


LIU MP =. 
са 2bc экы Е 585 
2 46 Abc 
(b+c+a)(b+c—a) 
4bc 
b-cra-2a-22p-2a 
9 + 0-5 < 20-2 < 2(р-а) 
cos— = Sp در نتیجه داریم که:‎ 
2 bc 


. А 
A Sin— 

چون Dura -—À-‏ ات شا دم که T |Ф@—Ь)фр-с)‏ 
رس p(p-a)‏ 2 


A A 
را وضع‎ соз 3 sin است. اگر قیمت‌های‎ sin A = Dur de می دانیم که‎ 


نماییم داریم که: 
pe a) A‏ (ہ-مص)(طا تق کا 


Ce р(р- E b)(p-c) 
(bc)° ; b 


: 2 
sin A = — V p(p- aXp- bX(p-c) B С 


! می‌باشد.‎ S= absin C = асіп B = bosin A چون مساحت مثلث‎ 
л. 


قیمت A‏ ٥را‏ وضع می کنیم. 
2 1 
V p(p - a(p- bXYp- c)‏ ہہ Sanc‏ 


Sanc = 4 P(p = aY(p = bXp- c) 
مس تا ےکا‎ 
ey Se ee ° O үс LI ane mcm 
0 bc ac ab 


مثال4: مساحت مثلثی را دریابید که طول اضلاع ОТ‏ قرار زیر داده شده باشد: 


a = 5cm b=4cm c=3cm 


حل 


» a+b+c B 5cm + 4cm + 3cm u 
2 2 


5 = Jp(p-aXp-bYp-o) = \[6(6 — 5)(6 — 4)(6 —3) 
= 46-1:2-3 = 436 = 6cm? 


P 6cm 


مساحت مثلثی را دریابید که اضلاع b =5cm «c = бст OT‏ و a-4cm‏ باشند. 


مثال 5ا اگر اضلاع یک مثلث b=24cm «а =18cm‏ و с =30ст‏ باشد مساحت 
این مثلث را در بایید. 
حل 
a+b+c 18+ 24 +30‏ 
я =‏ 2 
S = A p(p-a)(p- bXp-c)‏ 
cm?‏ 216 = 36۰18۰12۰6 = )30 — 24)(36- 18()36- 48636 = 


P 36cm 


مثال6: مساحت مثلثی را دریابید که طول اضلاع b = 42,31: a = 29,7ft OT‏ و 
c = 38,4ft‏ باشند. 


حل 

m a+b+c e 29.7 +42.3 +38.4 = 528 

2 2 
S= Jp(p-a)(p - b)(p-c) = /55.2(55.2 —29.7)(55.2 — 42.3)(55.2 -38.4) 
= \/55.2(25.5)(12.9)(16.8) = 552ft2 

دریافت شعاع دایرۂ محیطی یک مثلث 
دایرۂ محیطی» دایره‌یی است که مثلث در داخل دایرہ واقع بوده و دایرہ با هرسه رأس مثلث 
مماس بوده و م رکز دایرۂ محیطی Max‏ تقاطع هرسه ناصف عمودی 
(Perpendicular Bisector )‏ اضلاع مثلث می‌باشد. مطابق شکل» طول اضلاع مثلث 


۸ 
تقاطع هرسه‎ Май و‎ ory opla رکز‎ O Maz می‌باشند که‎ с Баа АВС 


ناصف‌های عمودی اضلاع مثلث نیز می‌باشد؛ چون مثلث ВОС‏ متساوی‌الساقین است؛ پس 
٦‏ ۷تت 
A BOL LOC су:‏ 

duce LCD LIE 
(زیرا 3 مرکزی دو چند زاویة محیطی می‌باشد که در مقابل عین قوس قرار داشته باشند.)‎ 


2 
Сал eee 
R 2R 
_ a _ a _ abc 
2sinA „2 4s 
bc 
seu 7 ٢ 
a=R-2sinA 
к= 
sinA 


сас 
С = D = a DR Rz а = b = Š 
snA sinB sinC K 2sinA 2sinB 0 
8ء‎ =11ст را دریابید که اضلاع مثلث‎ ABC Clie مثال 1: شعاع دایرۂ محیطی‎ 


b <12‏ و c =13cm‏ باشد. 


abc 11-12-13 11-12-13 حل‎ 
R= = = 6,98cm , p=——=lëcm 
4s 41.5۹ 2 
فعالیت‎ 


شعاع دایرۂ محیطی مثلثی را دریابید که طول اضلاع مثلث 24cm lcm‏ و 30cm‏ 
باشد. 


مثال 2 شعاع دایرۂ محیطی مثلثی را دریابید که اضلاع b=Sem «a = Зот ОЇ‏ و 
c= бст‏ باشد. 


حل 
abc 3.5.6 90 45‏ 


= = = = = 3 
sss тЫ олот л: О с 


شعاع دایرۂ محاطی یکت مثلث 

دایرۂ محاطی یک مثلث عبارت از دایره‌یی است که دایرہ در داخل مثلث واقع بوده و دایرہ 
در داخل با سه ضلع مثلث مماس بوده و م رکز دایرۂ محاطی تقاطع هرسه ناصف الزاوية مثلث 
می‌باشد. 


۸ ۸ ۸ ۸ 


Dane = ar+br+ or == (a+b +e)= >r" 2p 
S=r-p — r= 

p 
S = /р(р—а)(р—Ь)(р—с) 


үр(р-—а)(р-ЬЫ)(р-с) 


р 


کڪ 


مثال3: شعاع و مساحت دایرۂ محاطی АЕ»‏ راکه طول اضلاع ОТ‏ ۰70۳0 800 و 9cm‏ 


باشند دریابید. 
d‏ 7+8+9 
d 12cm‏ = 
2 
S= J12(2 -7(02 -8()12 - 9( = 26.83cm"‏ 
2 

e pe аар =2.23cm 

p 12cm 
= 2 E 22 2 ~ 2 . - £ - 
= 1 r ٦ z15.6cm 14 مساحت دایرۂ محاطی مساوی است‎ 


مثال4: دو ضلع قایم یک مثلث قایم‌الزاویه به ترتیب Jem‏ و dom‏ می‌باشند. شعاع دایرۂ 
محیطی و محاطی این مثلث را دریابید. 


حل 


абс _ 208 2226060 60 
4з 4-,/6(6-3)(6-4)(6-5) 4-46:3:2-1 4:6 24 


2 2 2 
بت‎ ae = AB + BC 
2 AC og 23 
5 
r=—=—=lcm 
p 6 A 
3 5 
B 1 С 


مثال 5 در مثلث قایم الزاوية MTN‏ اگر اضلاع قایم M OT‏ و n‏ داده شده باشند» مساحت 
و شعاع دایرۂ محیطی (R)‏ این مثلث را دریابید. 


ЕЕЗ حل‎ 
(MN) =m? +n? 
t = MN = لد‎ m° +n’ 
sn p- ant ۵٥٦ mnym’ +n’ 
و‎ 45 4,nm 2mn 
2 M 
دہ‎ m? «n? 
رکچ اع دایرہ محیطی‎ п { 
T N 
m 
فعالیت‎ 


اگر طول اضلاع یک مثلث ۰34600 35cm‏ و 36cm‏ باشند مساحت دایرۂ محاطی این 
مثلث را دریابید. 


در CSL‏ ار تفاع. مساحت. شعاع ô plo‏ محیطی و شعاع دایرۂ محاطی مثلث 
متساویالاضلاع: 


Un‏ 586 ٹہ 
a 2 2‏ 


نظر به قضیه فیثاغورث داریم کە: 


C 


=a‏ 2ط 
4 4 4 
за a ۱‏ 
 — AC‏ 
Ba,‏ 
a 2 2‏ 
ha 2 _ За? 1_а JA‏ سای ABC‏ 
@ 2 ,2 2 2 
3 3 
Raabe _ а ка З a a E‏ 


مثال6: محیط یک مثلث متساوی‌الاضلاع 18cm.‏ است» مساحت. ارتفا شعاع دایرۂ 
محیطی و محاطی این مثلث را دریابید. 
حل: طول یک ضلع این مثلث (a)‏ مساوی است به: 
ОК С.‏ کا а=‏ 
3 
2 


2 
sem‏ - تک = 3ے =15,6cm? - h=‏ 43 س ۔ و 5-2 


« تمرین 
1- مطابق 20 OAB‏ متساوی‌الاضلاع بوده که هر ضلع 
دایرہ با S‏ 0 رسم شده که از نقاط A‏ و „В‏ گذرد» مساحت 


a) COR) = o) eS 


d) mM e) [s Bp 


2 اگر طول هر ساق یک مثلث متساوی‌الساقین OCM‏ و زاویه ین ساق‌های 5T‏ 30° باشد 
مساحت این ملت را درا 

3 اگر طول دو ضلع یک مثلث 51/2000 و бст‏ و زاویه بین این دوضلع 45° باشد مساحت 
این {и Siete,‏ 

4- اگر طول اضلاع یک مثلث 4 ترتیب 4cm jcm‏ و Sem‏ باشد مساحت این مثلث را 
دریابید. 

5- مساحت А»‏ را دریابید که طول اضلاع b =9cm.a = 7cm oT‏ و с= 12ст‏ باشد. 
6- شعاع دایرۂ محیطی مثلث قایم‌الزاویه‌یی را دریابید که اضلاع قایم مثلث 12cm‏ و 5cm‏ 
E‏ 

51-7 طول قاعدۂ مثلث متساوی الساقین за =8cm ABC‏ شعاع دایرۂ محاطی این مثلث 
0 = ۲ باشد. ساق‌ها و شعاع Bylo‏ محیطی این مثلث را دریابید. 

84cm? СЕ к‏ و طول یک ارتفاع آن 3,36cm‏ باشد شعاع 
۷٥‏ این مثلث را دریابید. 


° فورمول‌های مجموع و تفاضل دو زاویه 
sin(a — D) = sin a cos В — cos a sin p‏ و sin(a + B) = sin о соѕ B + cosa sin В‏ 
cos(a — B) = соз cos D + sin asin В‏ رم p —sin asin‏ دوہ cos(a + B) = соз об‏ 
tana + tan p tana — tan В‏ 


tan(a + p) = tan(a — B) = 
ee) 1—tano:tan B yy 1 + tana tan p 


:0, نست‌های مثلثاتی 20 از جنس نسبت‌های مثلثاتی‎ © 
sin 2a = 2sin a cosa 
cos 2a = cos? a—sin* а = 2cos? a -1-21-2sin? a 
2 tan a 


tan 20 = — —— 
1-00 a 


٭ نسبت‌های مثلثاتی یک زاویه از جنس نسبت‌های مثلثاتی دو چند زاویه: 


: 1-0 1+ 0ھ‎ 1-00 
sina سک ہہ‎ | cosa, с — tan a = £,|——— — 
2 2 | 1+cos2a 


e‏ نسبت‌های مثلثاتی نصف یک زاویه از جنس نسبت‌های مثلثاتی زاویه: 


. a ][ - cosa 0 1+ соѕа 0 ]1- ءء٥‎ 
51۳ - = + 09 = ‚ ап < کح‎ 
2 2 2 2 2 1+ ٥ 


ө‏ نسبت‌های مثلثاتی سه چند یك زاویه از جنس نسبت‌های مثلثاتی زاویه: 


sin3a = 3sin au – 45іп 0 , cos3a=4cos*a—3cosa 


3tana – (ап? а 
tan 3 0 =— — 


1-3062 a 


(+B +0( نسبت‌های مثلثاتی مجموع سه زاویه‎ e 


sin(a +В + 0) = sin a соз B cos 9 + sin В cosa cos Ө 
+ sin 0 609 о cos В —sin a sin В sin Ө 
cos(a + p + Ө) = cos a cos B cos 0 — cos asin B sin O 
— cos psin a sin Ө — cos Osin a sin D 
tan a + tan В + tan 0 — tan a · tan 609 


tan(a + В + Ө) = 
] tan a tan p — tan B tan 0 — tan a tan Ө 


فورمول‌های ضرب: (فورمول‌هایی که مجموع یا تفاضل نسبت‌های مثلثاتی دو زاویه را 
به حاصل‌ضرب تبدیل می کنند). 


: ۱ ора 
sin p + sin q = 2 sin —— cos —— i 
i 1 2 2 | апра апо = 0 
= cos pcos q 
sin p —sing = 2cos P Td وی‎ q sin(p —q) 
2 2 tan p- tan q = PP -V 
p^q  p-q COS p cos q 


××" (NOE жк 5 


cos p—cosq = 2sin P7 7ھ‎ 


فورمول‌هایی که ضرب نسبت‌های مثلثاتی دو زاویه را به مجموع و یا تفاضل تبدیل می کنند. 
sin А cos B = Sisina + B)+sin(A – В)]‏ 


cos Asin В = )و‎ + B)-sin(A - B)] 
1 
cos А cos B= e + B) + cos(A - B)] 


sin A sin B = =F [eos(A + B)-cos(A — B)] = 5 leos(A – В) – соѕ(А + В)] 


٭ طول قوس مقابل )491 مرکزی Ө‏ شعاع R$‏ مساوی است به 7 = Г‏ 


180° 

٭ طول قوس مقابل 4915 مرکزی 0 رادیان با شعاع Ra plo‏ مساوی است به: L= КӨ‏ 
e‏ قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع OT‏ واقع باشد. قطاع دایره نامیده می‌شود. 
مساحت قطاع از فورمول 18*0 = ТВА‏ 


Sector 2 


e‏ قسمتی از سطح دایرہ بین قوس و وتر مقابل OT‏ را قطعۂ دایرہ می گویند و مساحت قطعه 


тоо. cds : 7‏ 
از فورمول )0 Bon = (0 —sin‏ به دست می آید. 


* مساحت مثلث از جنس دو ضلع و زاویه بین این دو ضلع مساوی است به: 


SEL B е ес Я 4ل"‎ 7 
2 2 2 


۰ نست‌های مثلثاتی نصف )!49 از جنس طول اضلاع مثلث: P‏ — محیط 
ets‏ و a,b,c‏ اضلاع مثلث می‌باشند. 


aA. (Du „В. T 0 
2 bc 2 ۷ ac 2 аЬ 
Р Е وت وت وج‎ = р(р-с) 
2 بط‎ 2 ас 2 ab 


„А2 "۶٣ 
NY MPa) 


مساحت مثلث از جنس طول اضلاع: S=[p(p—a)(p—b)(p—c)‏ 
٭ شعاع دایرۂ محیطی یک مثلث (R)‏ مساوی است به: 


a b ERE MERE 


7 - snA sinB sinC 


ta 


R = 6 1 
45 


5 
٭ شعاع دایرۂ محاطی یک مثلث از فورمول = oc‏ 


„ r- УРФ-а)(р-Ы)(р-с) 


دست ы,‏ 
به دست می آید. 
р‏ 


1- نشان دهید که مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع ( اگر ۵ یک ضلع مثلث باشد) 
SEER‏ می‌باشد. 

4 
2 اگرطول اضلاع یک مثلث b= 8m «a = 7em‏ و c = дст‏ باشد مساحت این مثلث 


را دریابید. 
3- 7 و 510.165 را توسط فورمول‌های مجموع دو زاویه دریابید. 


sin(-165?) =?- 4 


6 ne 2 ۶ 
= ۱ ررق‎ Lc 

4 4 4 
cos20 sin20  _ 0 


- = — که:‎ Las نشان‎ - 5 
sn0  cos0  sinOcosO Ё 


می‌باشد 


6 - توسط فورمول‌های مجموع و تفاضل دو زاویه» نسبت‌های مثلثاتی زوایای زیر را دریابید: 
sin(30? + 45?) cos(150? — 45?) tan(30? + 60?)‏ 
sin(135? 4-180?) sin(135? —180?) tan(180? — 45?)‏ 
7 - توسط فورمول‌های مجموع و تفاضل نسبت‌های مثلثاتی دو زاویڈ صحت رابطه‌های 
زیر را نشان دھید. 
sin(90? — 0) = cos Ө cos(90°+0)=-—sin0_ cos(90°—0)=sin 0‏ 
sin(270°+ 0)=—cos0 соѕ(180°—0) = –соѕ50  sin(180?—0) = sin Ө‏ 


‚ 0 { | 7 
Sn ور‎ c0 «Sin 20 «cos 20 باشد» قیمت‎ sinO== 0° > 0 > 90° 1-8 


را دریابید. 
9 ۔ نشان دھید که: 
ы соз 20+1=2cos’ 0 cos20+2sin20=1‏ 
cos 0‏ 
Е 2 З‏ 
2cos? 0—2sin? 0 = 2cos20 окы.‏ 
соѕӨ + sin Ө‏ 


0 - اگر طول اضلاع یک مثلث به ترتیب 50ء 7610 و 8000 باشد. شعاع دایره‌های 


محیطی و محاطی این مثلث را دریابید. 
sin(180° +0)=?-11‏ 

a) 0 b) -cos0 c)—sin0 d)cos0 
به کمک فورمول‌های جمع و تفاضل نشان دھید که:‎ - 12 

sin(360? —0) = —sinO ,tan(180?-- 0) = tan O sec(360? — 0) = 0 
cos(a + В) - 60500 — В) =? - 13 

a) 2810 sin b)2cosa cos B c)—2sinasinB 
sina | cosa 


14 نشان دهید که: —sin5a‏ + می‌باشد. 
secda ۹0‏ 


15 حاصل‌ضرب نسبت‌های مثلثاتی زیر را به شکل مجموع و یا تفاضل بنویسید. 


sin 50? cos40°cos60° sin 89 соѕ100 sin sin 20‏ ۱00 ہہ 


6 - مجموع یا تفاضل نسبت‌های مثلثاتی زیر را به شکل حاصل ضرب بنویسید. 
kin 80? —sin 72° 3in120 08‏ 
ees 7‏ دھید که: 


sin50--sin30 _ 


cot 0‏ — << سس 
cos 50 — cos 30‏ 


18 مساحت یک دایرہ 1800 است. مساحت قطاع 80° از این دایرہ را دریابید. 
19 - مطابق شکل» طول قوس مقابل l;‏ $ مرکزی 60° مساوی به (lem)‏ است. شعاع این 


قوس و طول وتر AB‏ را دریابید. 


tan60?—tan30? — 
1+ tan 60° - tan 30° 


1 1 
Du В c)43 d)- V3 


1 - اگر 00-7 وضلع دوم 0 CAJE‏ اول واقع باشد. قیمت‌های 20 cos 20 «sin‏ 


- 20 


b) 


tan 20 9‏ را دربایید. 


22 نشان دھید که ھ۶ = )0 + tan(45°‏ می‌باشد. 
cos 0 – sin Ө‏ 


٥٥372608539 - sin 37°sin 53° - 23‏ مساوی است به: 
هرسه درست — a)l b) -1 c)O d)‏ 
cos 60? соѕ14° + sin 60°ѕіп 14° = ?- 24‏ 
a)cos74? b)cos46? c)sin 74? d)sin46?‏ 
cos14?cos31? – ѕіп 14°5іп 31° 2?- 25‏ 
а)соѕ17° b)cos45? c)sin17? d) - sin17?‏ 
cos 80?cos35? -sin80?sin35? =? - 26‏ 
a)cos115? b)sin115? c)cos45° d)sin45°‏ 
e‏ کٹا 7 
27 ۔اگر эшне‏ ` باشد و В зо‏ در ربع اول واقع باشند cos(a — B)‏ 
را دریابید. 
ے 8 3 me‏ جج А‏ 
E ошо aes‏ 5 باشد و اضلاع دوم 0 وا در ربع سوم واقع 
باشند cos(0 — D]‏ دریابید. 


cos(x — y) - cos(x + y) 


29 نشان Las‏ که: tan x tan‏ = باشد 


cos(x — y) + cos(x + y) 


cos(0? — t) =? -30 


a)sint b)cost c)—sint d)— cost 
0 sin 20 : 
— — = 8100 نشان دهید که:‎ 31 
1+ cos20 
دھید که:‎ Siege 3) 
соѕ8х + cos 4x 
= —cot6x cot2x 
cos8x —cos4x 
sin 4x + sin 6x sinx —sin3x 
=cotx = —tanx 
cos4x – соѕбх cosx +COS3x 
sin x —sin3x sint + sin3t 
= —cot2x ——— — — — = tan2t 
cosx —cos3x cost  cos3t 


cos(x + y)cos y + ѕіп(х + y)sin y =? - 33 
a)sin x b)cosx c)—sinx а) – соѕх 
sin(x — y)cos у + cos(x — y)sin y =? - 34 


a)sin x b)cosx c)—sin x d)—cosx 


29 - مساحت قطاع go plo‏ که شعاع آن 2m‏ و )45 مرکزی radian ОЇ‏ 0,5 باشد 
مساوی است به: 

a) àm? b) 2m? c) Im? d) هر سه غلط اند.‎ 
باشد. شعاع این‎ 2 radian مرکزی‎ å lj و‎ 200ст? г „|> اگر مساحت قطاع یک‎ - 6 
mcr ٥٠٣۴ 
a) 14.1401 b) -14.14cm c) 14cm а) هر سه درست نیست.‎ 


z-43-2i ۳ 
توا 6 "ال‎ 77 
Rea] Part ofz=? . NE NE 


ندارد؟ 


ө 
Im اروپ‎ of می دانید که ست اعداد حقیقی‎ LT 
ست فرعی» ست اعداد مختلط‎ EK 
می‌باشد؟‎ 
z=? 


اعداد موهومی :(Imaginary Numbers)‏ 
J-1-i‏ با 1-- i?‏ می‌باشد. حرف از 4.15 بونانی (ota)‏ گرفته شده است» 
1 = 4-1 راواحد اعداد کی کے 


مثال 1: 4—16 را دریابید. 
T еу = >‏ ,= = 4-16 
مثال2: معادلۂ 0= *۵ + ”× را حل AS‏ 


حل 
x’ +a’ =0 >x’ =-a > × = +4ү-а? =+4(-1)- (a°) = +ау—1 = tai‏ 


ai‏ و —а1‏ اعداد a) САЙ е зл sa‏ عدد حقیقی می‌باشد). 


طاقت های]: )1 (Powers of‏ 
دیده می‌شود که به کمک 1 " کےا اعداد موھومی راسادہ کردہ می توانیم به یاد 
داشته باشید که مربع یک عدد حقبقی» مثبت» لیکن مربع اعداد موهومی منفی می‌باشد. 
i= i? = )-1(2 =-1 P = 1= 1(-)(=‏ 
=i? =CDCD=1‏ کر یا 1= i = (VD -IW-Tf = CD!‏ 
1- = (اح.(ق = ”()-“() = i =i“ ۰1 < (00) =i іе‏ 


i’ = (1)° 0) =CD:6G)=-i i =i’ ۰1 - )-(۰)1( < =-C1)=1 
را واحد موهومی می گویند.‎ [ 
از این جا نتیجه می‌شود که اگر توان واحد موهومی 11-4 و یا عددی باشد که بر 4 قابل‎ 
صورت مساوی به )1( می‌باشد.‎ OT تقسیم باشد» در‎ 
3 مثال‎ 
i? =i*-i* =1-1=1 
| ای‎ ٤ 


1#=1°.1°-1°-15=1-1-1-1=1 


فعالیت 
ھی EDS‏ 


مثال4: "1 18 و i?‏ را stab yo‏ 
حل: هر گاه عدد 54 بالای 4 تقسیم کنیم باقی مانده 2 می‌باشد» بنابر آن: 
e = i? 42 = 1413 ae = (4°)? 42 = (1) 42 = (1) -(-1) = =]‏ 


11598 = (01,١ ү = 1 Й 12 = 12 = =] 


.89 24:00 - . . 
| с=т 1-1 


عددهایی که یک فکتورشان N—1‏ باشد به نام اعداد موهومی یاد می شوند. توان‌های طبیعی 


Si‏ از اعداد 1, 1,1- و 1-می‌باشد. مربع اعداد حقیقی مثبت و مربع اعداد موهومی منفی 


می‌باشد. 


ست‌های اعداد درطول تاریخ بنابرضرورت o0‏ ا = 
و انکشاف علم ریاضی عرض وجود کرده اعداد حقیقی اعداد موهومی 


است. 

طوری که می‌دانید ست اعداد طبیعی 
Е‏ ما 
نمی‌باشد. به طور مثال 455 0 = 3x‏ در 


ست اعداد طبیعی حل ندارد. واضح اعت 


عبارت )25 W = O2‏ بوده و 
به نام ست اعداد مکمل یاد می‌شود. این ست هم جواب بعضی سوال‌ها را گفته نمی تواند؛ 
طور مثال: Jie‏ 2-0 + در ست اعداد مکمل حل ندارد؛ زیرا 2-=× حل OT‏ 
Е‏ 2 در مت اعداد مکیل تام بت تاران ےد دت کک ا دک 
اعداد ضرورت احساس شد که اعداد منفی را هم داشته باشد که به نام ست اعداد تام 
з= 2101295 — vünteper Numbers set)‏ دود در این ست 


اعداد هم 2x +1 =2 ales‏ حل ندارد» زیرا حل x= OT‏ می‌باشد. 

بنابرآن» ست اعداد ناطق (Rational Numbers set)‏ به میان آمد» اما در ست اعداد 
ناطق یا اعداد گویا هم Jsu‏ 0= 2- × حل ندارد زیرا حل X=V2 OT‏ بوده که 
т‏ اطق irrational Numbers set)‏ شامل ос‏ ست 
اعداد غیر ناطق به وجود آمد. هر دو ست اعداد ناطق و غیر ناطق ly‏ ست اعداد حقیقی 
(Real Numbers Set)‏ می گویند. 

لیکن ست اعداد حقیقی هم بعضی سوژال‌ها را جواب داده نمی تواند؛ مانند معادلات 
x^ +1=0‏ و یا 16<0+ ”× که حل‌شان در ست اعداد حقیقی موجود شده نمی تواند با 
به عبارت Sus‏ اعداد منفی در ست اعداد حقیقی جذر جفت ندارند؛ مانند 16-/ہ, 4-25 
وغیره اما OT‏ معادلاتی که در ست اعداد حقیقی حل ندارند در ست اعداد مختلط دارای 
حل می‌باشند. 


در سال 1795 م. یک ریاضی‌دان جرمنی به نام گوس (Gauss)‏ مفهوم اعداد مختلط را به 


شکل زیر ارائه کرد: 
مجموعه‌یی اعداد حقیقی و موهومی را ست اعداد مختلط (Complex Numbers set)‏ 
می گویند. 
اگر یک эде‏ مختلط را به حرف 2 نمایش دهیم تا + ۵ = »z‏ که شکل معیاری یک عدد 
مختلط می‌باشد» طوری که 2 قسمت حقیقی ) (Real Part of z‏ و bi‏ قسمت موهومی эде‏ 
مختلط(7 (Imaginary Part of‏ می‌باشد. ست اعداد مختلط این طور تعریف می‌شود: 
a,belR , i? --1)‏ , 9+ - 0-12۱2 
эде‏ مختلط Z‏ را به JS‏ جورة مرتب نیز نوشته کرده می‌توانیم: 

z=a+bi=(a,b) , z=a-bi=(a,-b) 
خالص موهومی‎ ste یک‎ bi S Z=0+bi= bi شود:‎ a=0 اگر‎ 
می‌شود‎ 2 = 4+ 0.1 =a می‌باشد و اگر 0=( باشد‎ (Pure imaginary number) 
می‌باشد. به یاد داشته باشید که‎ (Pure real number) خالص حقیقی‎ эде یک‎ а که‎ 
ОАЕ اعد‎ 


عدد صفری مختلط (Zero complex Number)‏ عددی است که هر دو قسمت 
حقیقی و موهومی OT‏ صفر باشند (b=0 a=0)‏ بنابرآن 2=а+61=0+01=0‏ 


فعالیت 


در اعداد مختلط 31 +4 و 2-51 قسمت‌های حقیقی و موهومی را مشخص AS‏ 


CE cpu St Ws jp 
دهد‎ i 

حل: در 1-1 قسمت حقیقی آن 1 و قسمت موهومی آن 1 می‌باشد. 
els Sh ш 98٤ SE л,‏ 


در عدد مختلط 51 قسمت حقیقی صفر و قسمت موهومی آن 51 می‌باشد. 


در ote‏ مختلط 2—51 قسمت حقیقی 2 و قسمت موهومی ОЇ‏ 51 - می‌باشد. 

مثال2: اعداد مختلط 0:9-1 ء9-ء61 و 1-1 را به شکل معیاری 

(Standard Form)‏ اعداد مختلط بنویسید. 

حل: چون JS‏ معیاری عدد مختلط Z = a + bi‏ می‌باشد که در OT‏ 8 قسمت حقیقی эде‏ 
مختلط و bi‏ قسمت موهومی آن است. 

جدول زیر نمایش عددهای فوق را به شکل معیاری اعداد مختلط ارائه می کند. 


z=a+bi‏ شکل معیاری اعداد مختلط می‌باشد که 2 قسمت حقیقی و bi‏ قسمت موهومی 
اعداد مختلط می‌باشد. 

اگر 220 bi ast‏ را قسمت خالص موهومی و اگر D=O‏ باشد. 2 را قسمت خالص حقیقی 
عدد مختلط می‌نامند. 

معادلاتی که در ست اعداد حقیقی حل ندارند در ست عداد مختلط حل دارند. 


۶و٤‏ ہہ از СО‏ 
2 - عددهای زیر را به شکل معیاری اعداد مختلط بنویسید: 

NE PSS o ees 
را کل رای در‎ ШЕ 3 


4 - قسمت حقیقی عدد مختلط Í‏ - مساوی است به: 


5 - جذر эде‏ 16—/ مساوی ات ›4: 


c)+4i , (2 


UT‏ عددهای موهومی 31 و 4i‏ راجمع 
کرده می‌توانید؟ 

UT‏ حاصل‌ضرب عددهای موهومی 101 و 
501 یک эде‏ حقیقی می‌باشد؟ 


جمع و تفریق اعداذ موهومی 
عددهای موهومی را می‌توان به شکل زیر جمع و تفریق نمود: 
Aes (а‏ جمع: حاصل جمع دو عدد موهومی یک эде‏ موهومی است. 
مثال 1:حاصل جمع 71و81 و حاصل جمع E ШЕ S‏ 
حل 7i - 8i = (7 +8)i = 15i‏ 
5i = (4/7 +5)i‏ + 71ہ 
оа (b‏ تفریق: حاصل تفریق دو عدد موهومی یک عدد موهومی است. 
مثال2: حاصل تفریق 71-41 و 131- 91 را دریابید. 
حل 
4ji > 31‏ - 7( =71—41 
—13)i = —i‏ 9( = 91—131 
Aes ) С‏ ضرب: حاصل ضرب دو عدد موهومی یک sse‏ حقیقی (Real number)‏ 
می‌باشد. 
مثال3: حاصل ضرب (V9i)-(V4i)s (10D)- (S)‏ رادریابید. 
حل 50— = 50i?‏ = 10(۰)5(۰1۰1) = )51( -)101( 
زیرا که 2-1 i^‏ می‌باشد. ОТ,‏ 50—= )1-(-250 ”501 در Se‏ که 50 - یک 
(Real number) å> эле‏ است. 


а о Ty 
صدق‎ (Commutative Property) در ضرب اعداد موهومی خاصیت تبدیلی‎ 


(ai) (bi) = (bi) (ai) =—ab| می کند» یعنی‎ 


| فعالیت‎ О { 
Xm 


حاصلضرب Gi) Cui)‏ رابه دست آرید. 


d‏ ) عمليه تقسیم: حاصل تقسیم دو عدد موهومی یک عدد حقیقی است. 


مثال4: حاصل ضیم y». Y‏ رانه دست ارید. 

1) 2 -< حل )3 یک عدد حقیقی است)‎ 
зї d КО 
2) Bi япони ED 

HE 
Д 86 3 dE ۱ مر مم‎ 
or ( 
oy سس‎ 


E 


در عملیه‌های جمع و ضرب اعداد موهومی» خاصیت تبدیلی صدق می کند. حاصل‌ضرب و 
role‏ تقسیم دو عدد موهومی یک عدد حقیقی است. 


wee. 


3x -2yi-2 6+1 از تساوی‎ UT 


[1290921220] 


می توانید؟ 

LT‏ می دانید که به کدام عدد مختاط 
— عشت ea Ales‏ اعداد مختلط A‏ 
می گویند؟ 


اعداد مساوی مختلط (Equal Complex Numbers)‏ 
دو عدد مختلط وقتی با هم مساوی می‌باشند که قسمت‌های حقیقی و موهومی هر دو عدد 
با هم مساوی باشند. عددهای 01 +28 ,2 و Z, = X yl‏ وقتی مساوی می‌شوند که: 

y=bLk=a‏ باشد. 
eye К‏ > ,2 و او 3 = اف ان اہ حم دک 


CoD и =; 
2 


1 -اگر 235ب ےو 0 5 z,‏ باشد با در نظر داشت Z,=Z,‏ 
قیمت‌های × و ¥ را دریابید. 
2 اگر 31+ =k‏ :2+5 باشد» در OT‏ صورت. قیمت عددهای حقیقی m‏ و K‏ را پیدا 
docs‏ جمع عددهای مختلط: gar‏ عددهای مختلط طور زیر تعریف می‌شود: 
اگر =a+bi‏ ر۶ و ال «Mb z, = ٥+‏ در OF‏ صورت؛ 

di) =(at+c)+(b+d)-i‏ +ع)+ +Z, = (а + bi)‏ ر2می‌باشد. یا به عبارت دیگر: 
حاصل جمع دو ade‏ مختلط عبارت از عدد مختلطی است که قسمت حقیقی ЛОТ‏ حاصل جمع 


داده شده حاصل می شود. 
هنال 2 اک 2-٩‏ ,2 و 34 — ره باشد» ZZ,‏ را بیدا کنید. 


2 +Z, = (2—31) + (3+4i) = (2+3)+(—3+4)1 ز+5‎ 
oo 
(3—4i) + (2+ 6i) = G-2)+ 4+ 6)i =142i 
Coe TG I) (9 ۱۱ (7 Slo сея 
اعداد مختلط می‌باشد.‎ (additive identity) a. Мше عنصر عینیت در‎ 0 + 01 
زیرا کە:‎ 
می‌باشد.‎ ) + bi) + )0 + 01( =(a+0)+(b+0)i=a+bi 
عبارت اتا - 8 - می‌باشد.‎ a+bi эле (additive inverse) همچنین معکوس جمعی‎ 
(a + bi) + (~a - bi) =(a—a) +(b—b)i=0+4 Oi زیرا که:‎ 


فعالیت 
حاصل جمع (3x у) + (5x + 3yi)‏ را به دست آرید. 
dos‏ تفریق اعداد مختلط 
حاصل تفریق دو عدد مختلط عددی است که قسمت حقیقی آن از حاصل تفریق قسمت‌های 
حقیقی و قسمت موهومی آن از حاصل تفریق قسمت‌های موهومی به دست آمده باشد. بعنی: 
(a+ bi)- (c+ di) = (a-c) -(b-d)i‏ 


:1 مثال‎ 
(—4 +3i) -)6-7( =(-4+3D +(—6+7i) = —10+10ї 


مثال2: 
(12—5i) -(8—3i) = (12 - 8) + 5+ 3( = 4- 2i‏ 


دو عدد مختلط وقتی با هم مساوی می‌باشند که هر دو قسمت (حقیقی و موهومی) اعداد 
مذ کور با هم مساوی باشند. 

حاصل‌جمع دو عدد مختلط» эде‏ مختلطی است که قسمت حقیقی OT‏ از حاصل جمع 
قسمت‌های حقیقی و قسمت موهومی OT‏ از حاصل جمع قسمت‌های موهومی اعداد مذ کور 
حاصل شده باشد. 

به همین ترتیب حاصل تفریق دو عدد مختلط عددی است که قسمت حقیقی آن از حاصل 
تفریق قسمت‌های حقیقی و قسمت موهومی آن از حاصل تفریق قسمت‌های موهومی اعداد 


تمرین 
1 - اعداد مختلط زیر راجمع کنید. 
5i)+ (3 - 4i) 13—124) +(13+12i)‏ +2( 
7i) (43 — сї) + (d + Sci)‏ —10( + )6 +3-) 


2 اعداد مختلط زیرا را از هم‌دیگر تفریق ЫЎ‏ 
)3+ 5—1)—(7( 
i)‏ 3۷7+ 3( - )5-71 23( 


(3c Adi) — (3c + 8di) 


З‏ - معکوس جمعی اعداد مختلط زیر را دریابید. 
a‏ رز ار pre‏ 
4 -هرگاه 3x -2iy -ix + 57 = 7 + 51 Lx, y > IR)‏ باشد قیمت‌های 9X‏ لرا 
دریابید. 
5 - عملیه‌های زیر را انجام دهید و جواب‌های خود را به شکل at bi‏ بنویسید. 
(21 + 5-( + (31+ 2) 
(esed 9‏ 
)5—1—(+)2+31( 
(б — 51) + (3+ 21)‏ 
)5.91 + 1( — ).6+ 3.7( 


3 2 
3 1. 
رت‎ 
)-2 + 51) + (3-1) 
3. ТАХ 
OE caet 
3. 3 
ا ےتک‎ 
(—7 —4— 72) + (8 4—50) 
(43 4-2) -(V12 +48) 


6 معکوس‌های جمعی اعداد مختلط زیر را دریابید: 


2—31 8+11 
1—1 —1+1 
5—81 -13+13 
—51 21 


É می توانید حاصل ضرب اعداد مختلط‎ LT 


4 | (QN Qc ye رابه دست آورید؟‎ (2-31) + 4i) 
z 


با در نظرداشت 2-1 1 حاصل‌ضرب دو عدد مختلط به شکل زیر می‌باشد: 
اگر bi‏ + ھ = ,2و cdi‏ = ہو باشد. 
Z,°Z, = (a + Ы): (c di) = ac + adi + bci + bidi‏ 
ac + adi + bci + bdi’‏ = 
ac + (ad + bc)i + bd(-1)‏ = 
Z,:Z, = (ac — bd) + (ad +bc)i‏ 
مثال 1: bole‏ ضرب افادۂ )21 - 7( (5—4i)-‏ رابه دست آرید. 
حل 
(Э ЗА) = 21) = 5(7) + 5(—21) + (—41)(7) - 4(—21) = 35 -10i - 28i +87‏ 
)35—381+8(—1= 
35—381—8= 
27—381 = 
فعالیت 


حاصل ضرب G- 4i)‏ )3 - 2)را به دست بیاورید. 
چون a + bi‏ -ز۰0زط bi-12-‏ + ۰01و +۰1 = „(а+Ы)(1+01])‏ باشد؛بناب OT‏ 1+01 


را عنصر عینیت Ме‏ ضرب (Multiplicative identity)‏ اعداد مختلط می نامند؛ 
طور مثال: 


)3+51()1+01( = 3 + 51 
:(Conjugate of a Complex Number) مختلط‎ suc مزدوج یکت‎ 
طوری که:‎ dåb بک ہے‎ уі عدد‎ «Z=x+ y1 مزدوج عدد مختلط‎ 
2-Z=(x+yi)-(x-yi) =x? — (yD)? =x? ضرم‎ 
Z2=x Гу. 
2+ 72 < ) + (+ (x— yi) = 2x 2x = Re(z) 
z-z-(x*yi)-(x-y)-2yi +١ = (2) 
می‌باشد.‎ z-3-4i 5l عبارت‎ z-3-4i (une مثال2:‎ 


Z-Z‏ 2 +2 و 2۰2 رابه دست آرید. 


27۰72 = (3 + 41). (3 — 4i) = 3(3) + 3(—4i) + 41(3) + 41(—41) 5 
=9-16° =9-16(-1)=9+16=25 
Z+Z=(3+4i)+ (3-41) < 6 حقیقی می باشد)‎ эде б) 
2-7=(3+41) - (3-41) = 8i GU عدد موهومی می‎ 81) 
فعالیت‎ 
4 


„чы m 


مزدوج اعداد مختلط 25-31 ,2 , 1+ 27 و2 و z, 45 7i‏ دریابید. 


طوری که دیدیم برای دریافت مزدوج یک эде‏ 
مختلط تنها علامت قست موهومی OT‏ را تغییر 


می دھیم. 


معکوس ضربی (Multiplicative inverse)‏ یک Suc‏ مختلط 
می دانیم که مزدوج sae‏ 2+01 عبارت از 8-01 است. و 


+bi):(a —bi) = a2 — (ЪЗ?) =? ер (1) Ер‏ 2) می‌باشد. 


: 1 
برای دریافت معکوس ضربی эде 2 tbi‏ - را به شکل معیاری یک эде‏ مختلط 


a+bi 


Ш сЕ (a — Ы) _ а-ы a b ; 
a-bi a—bi (a+bi)(a—bi) a’+b* a”+b” а? +b 
1 ۹ b 


= 1 
a+bi 4 -b^ a+b’ 


۱ ۹ b 


i) عارت از‎ (а+Ы) sae P 
27 + b2 معکوس ضربی ) ( 25 "رت‎ 


مثال3: معکوس ضربی эде‏ 2—31 را دریایید. 
КСЕ‏ 777 سس оз‏ ۱۳ 
4-9i 4+9 13 13 13‏ 2+31 2-31 
مثال4: افادۂ 4+ X^‏ را تجزیه کنید. 
x? +4=x?-(-l1)-4=x’? – (1) -4=x? - (21)? = (x -2i)(x 42i)‏ 
فعالیت 


معکوس ضربی اعداد مختلط 00006 V2‏ را دریایید. 


اگر Z=xt+yi‏ و 2+۷ ۷ دو عدد مختلط باشند. 2۰17 چنین تعریف شده است: 
=(хх'—уу')+(ху'+х'у)1‏ 7۰۷۷ 


برای دریافت مزدوج یک عدد مختلط محض علامت قسمت موهومی را تغییر می دھیم و 


۹ 
2 ( می‌باشد. 


1( ۹ ۹ 770 ; 
a” + b° олы Jeu معکوس ضربی عدد‎ 


: £ & تمرین 


(24 (3 — 21) А (3+1)(3 —1) 
(2293042095 (2 —5i)(2 + 51) 
(5425-3) , (V6 +i)V6-i) 
(3 421) – 421) 


2- معکوس ضربی اعداد مختلط زیر را دریابید: 
3a-4bi , (7,4)‏ , 5-3 , 2+4 و 1-1 
3- افاده‌های زیر را تجزیه کنید: 
ٹر X INS C „ж дыз‏ 
4-قیمت‌های SIA‏ و (2+1) را در ابد 
usb 2-4-31 $1-5‏ 82-2 را دریاید. 
6-اين معادله х+уї=(2—31)(2+31)‏ را حل کنید. 
42 


Š 2 
ogi d.c + ¡ که:‎ tas oU 77 
GE ET) 


3 З 
جذر سوم 1 - می باشد.‎ а. که:‎ Las شان‎ -8 


di 4 


LT‏ خارج‌قسمت 


آوردہ می توانید؟ 


zo 
—5+61 


رابه دست 


عدد С‏ عدد حقیقی و di‏ عدد موهومی می‌باشد. در قدم اول 
عاد تی تال کے برای این ملو سوک وم تا 
ضرب مزدوج مخرج می‌نماییم که این عمليه را گویا کردن (Rationalization)‏ 

می گویند. 

مثال1: حاصل تقسیم 


چون در مخرج عدد 
xb‏ مخرج توب 


4+31 
2+51 


رایه دست ار 


حل: مزدوج 2+51 عدد 2-51 می‌باشد» صورت و مخرج را ضرب مزدوج مخرج ۳ 
к=‏ 
443i 443i 2-51 8-201+61-1512 8-14i-15(-1)‏ 
95i 25 25 AO TOS 2518 4—25(—1)‏ 
.14 23 _ 141 -23_ 
.29 29 29 


فعالیت 


F ча ер ۶۶ 3‏ | ۲ 
۶ی ۰ ا آورید. جواب خود را به شکل معیاری 
سا تا 


СТО» ае ЕЯ‏ و2 (eb‏ 0 "ھی تعریف شدہ است: 
22 
Z, _(a+bi)(c —di) | ac—adi--bci-bdi^ —ac- bd — (ad — bc)i‏ 
c” +d‏ 7و8 - ٹم (c+di)(c—di)‏ ,2 


2 _ac+bd ad-bc. 


z, c+d cd 


مثال 2: Z 22—31 ste‏ رابالای ste‏ 2,=1+1 تقسیم نمایید و بعد امتحان کنید. 


а = СЕЕ Sas С 


_———1 


2, l«i (1+1)(1—1) 2 2.9 
ات ا‎ ше یا لو‎ за. OEE 
2 7 2a 9 2 2 2 
5—1 
حل‎ 
3+21 _(3+2i)S+i) _15+31+101+21  - 13+131 1 1. 
5-i (5—1)(5+1) 25-1? 25+1 2 2 2 


Z = 5 Š 
صورت — چنین‎ ОЙ مختلط باشند؛ در‎ зде دو‎ ۷ =×' tyi, z=x+yi اگر‎ 
w ее 
تعر = می و د:‎ 
, , ۳ f: 
Z, XX + X V کج‎ Е 
Ua E yy WE y y in ) +۱۷۶ #0) 
W x“ +y x” +y 


خاصبت‌های مزدوج یکت عدد مختلط 
اگر z, LÈ,‏ دو عدد مختلط باشند: 


1) 2 +2, ZZ, 2) ZA 7 


3) رھ ٹ2‎ >2 >2 4 C-)=— 


21 - 72-7 )6 ٭2 ح بے )5 
D жк‏ 


مثال1: اگر 51 + 4= z,‏ و 7„=—3+21 باشند نشان лз‏ که: =Z, +Z,‏ ر2 + Z‏ و 


21 ۰2 = Z| ` Z; 
حل‎ 
Zz و2‎ (Ато) ۱-9۰ 21( > 1+71 = z +z, ےک‎ 1-71 
z +z, =(4-5i)+(-3-2i)=1-7i 
Z +Z, =Z +Z, در نتىجه‎ 
Z-z, = (4+ 5i) (3+ 2i) = -12-10 + )8 - [5(1 = -22 A 
= 0۰ 2 7; 


2:2, = (4—5i)-(-3-2i) = -12 -81 +151 - 10i? = -12 —8i +151 -0 
= -22 4-1 


zy = 2 آن: 7+ 2-22 ر۰7‎ pls 


Ji‏ 2 اگر + << 2 X‏ 2+72 و Z-Z‏ را دریابید. 


z+z=(x+yi)+(x—-yi)=2x , 2-72 = )× + 1( - (x - yi) = حل: 6ر2‎ 


۳۶۳7۲۲3۲۲72۳3۲ 7 [] 7- را دریباید. 


EET Wyk 
دمرین‎ < \ 
خارج قسمت‌ها را دریابید.‎ -1 

3-4 1+1 


70۶ ee | 


ы 


а 361 $1-2‏ = 2 و 01ا3 - 28 = Z,‏ باشند. نشان tas‏ که 


7 Z 
و "وت ا‎ 2 2, 
22 22 


3- خارج قسمت‌ها را دریابید و جواب‌های خود را به شکل a +bi‏ بنویسید. 


2—31 
3 


ec 
6-6 
m Cahad ی‎ оу 
50 وی‎ ao С ڑچ‎ 
с: 31 d: -2 


1+31 


— 


Bole clyde LT‏ یئ" 
دریافت کر e»‏ می توانید؟ 


شکل عمومی alua‏ درجه دوم یک مجهوله 0 = (a s 0) « ах? + bx +e‏ می‌باشد. 

اگر 0 < ع48 - ”ظط = A‏ باشد. dole‏ دارای دو جذر مختلف حقیقی می‌باشند: 

اگر 0 = ۸ باشد» معادله دارای دو جذر مساوی حقیقی می‌باشد. 

اگر 0 > A‏ باشد» معادله در ست اعداد حقیقی حل ندارد» لیکن در dole‏ اعداد مختلط 
دارای دو جذر مختلط می‌باشد. 

مثال 1: 426 0 = 26+ 10x‏ - ”× را حل کنید. 

см а=) - 10 sn حل:‎ 


-bi4b/-4ac _ 10+ /)-10( –4-1:26 102-4 
2а Р 2 3 2 

_ 10+21 _ 

= = 


X15 = 


901 > X =5+i x, =5-—i 
جذرهای فوق را در معادله وضع نموده امتحان نمایید.‎ 


S را حل‎ 4×” +41 × +15 = 0 ilu 2 مثال‎ 
حل‎ 
A = b? - 4۵0 = (4i)? - 4.4.15 = 1612 -240 = 2256 
tA 256-ل+-‎ = 4256(-1) = +161 


- 41 +161 121 3. —4i—16i on 

= = = 1 X, = = 1 

2 8 2 8 2.4 
مثال3: aly X +31×-2 =0 Daler‏ کمک فورمول محمدبن‌موسی در 45-0 اعداد 


X, 


A = 6? -4ac = (31)? - 4-1. (22) 23i? 482-94 82-1 


+۸ < 3-1 = +i 
- 311 —4i ۱ -21 . 
3 MM Oe Е 


معادله‌های 4320 х? -6x 41820 ix^‏ و -4х+13=0‏ × راحل کنید. 


7 m سنا‎ 

4 ( تمرین 
Hales (1‏ درجه دوم را پیدا کنید که جذرهای 2i) oT‏ +3)و i)‏ 3—2( باشد. 

x” -4x+13=0 , x?-6x41820 , —4x?+3x-5=0 

х? +8x+41=0 , x*+1=0 , 3X2+x+2= 0 


3 معادله‌های درجه دوم را تشکیل نمایید که جذرهای‌شان طور زیر داده شدہ باشند: 


245i , 2-57 | 1+7 , l-i 
4i , —4i 5i , —5ї 
AH „ سس‎ i Я 1 
Ї 
i 7 2 E 2-1 , 2+ 
3 2 23 2 


ө‏ اعداد منفی در ست اعداد حقیقی جذر جفت ندارندء لیکن در ست اعداد مختلط اعداد 
منفی جذر جفت دارند. 
ө‏ اعداد مختلط از اتحاد اعداد حقیقی و اعداد موهومی حاصل می‌شوند. 
٭ مربع اعداد حقیقی مثبت. اما مربع اعداد موهومی منفی می‌باشند. 
Ё =-1=1= 4-1‏ 
ОО ЕЕС ЕЕЕ / ۶۱۵‏ 
ө‏ اعداد مختلط C‏ طور زیر تعریف می‌شود: 

C={z/z=a+bi , abeR , i-4-1) 
راقسمت‎ bi, 2 را قسمت حقیقی‎ а مختلط 01 +8 = 2 می‌باشد که‎ ote شکل معیاری‎ e 
a = Re(z) و‎ bi=img(z) L موهومی 7 می گویند‎ 
توان 1 را بالای 4 تقسیم می کنیم که مساوی به‎ cf برای پیدا نمودن توان‌های مختلف‎ ° 
پوره تقسیم نشود» پس توان حرف 1را مساوی به باقیماندة عملية‎ OT یک می شود اگر بالای‎ 
(ن)‎ Si iP = (DG і یا‎ s تقسیم بر 4 می‌شود؛ مانند:‎ 
а=0 را عدد حقیقی خالص و اگر‎ а مختلط 0 +28 2 0 = 9 باشد.‎ зде در‎ Sle 
را عدد موهومی خالص می گویند.‎ bi باشد‎ 
»4e(a = 0,6 = 0( صفر باشند»‎ OT مختلط که قسمت‌های حقیقی و موهومی‎ эде UT ө 
مختلط صفری گفته می‌شود.‎ 
Bro م اشنا که فیمت‌های‎ ۰ da با‎ a 7 
Img(z,)=Img(z,) LRe(z,)- Re(z,) موهومی شان باهم مساوی باشند.‎ 
از حاصل جمع‎ ОТ مختلطی است که قسمت حقیقی‎ эде حاصل‌جمع دو عدد مختلط» یک‎ ө 
نیز از حاصل جمع قسمت‌های‎ OT قسمت‌های حقیقی دو عدد داده شده و قسمت موهومی‎ 
شده به دست می آید.‎ osla موهومی اعداد‎ 
از حاصل تفریق‎ ОТ مختلطی است که قسمت حقیقی‎ эде حاصل تفریق دو عدد مختلط»‎ ө 
از حاصل تفریق قسمت‌های موهومی به دست‎ ОТ قسمت‌های حقیقی و قسمت موهومی‎ 


А‏ باشد. 
* اگر yi‏ ×= 2 و رر + mx,‏ ر باشند پس عملیه‌های جمعء تفریق» ضرب و 
تقسیم آن‌ها طور زیر تعریف می‌شود: 

Z +Z, = (xX, + (+ (y; +у,)1 


2 - و2‎ ٔ - X;) * (y, - y;)i 
ZyZy= XIX, V iy. (Xy, Бух») 


Z хх, + X, — ۷ . 
Lp ۰ DA : = Li, (z,#0) 
Z, X, +y, X, +y; 


٭ مزدوج эде‏ مختلط 2=х+уі‏ عبارت уі‏ -× =2 می‌باشد. 


2 2 = 
کے ے2 ۷ ZZ =X‏ 
روح و و حر 2 2 < 2 +2 
ZUM 3745 PEA)‏ 2¥ 271 < 27 - 27 
Zz‏ 
.25-5( 
Z‏ و2 


٭ معکوس جمعی عدد z=a+bi‏ عبارت —a-bi 5l‏ و معکوس ضربی آن 
b‏ ۹ 


1 باشد. 

ORB алы 

Ades عینیت‎ „ше 1+ 01 مختلط و‎ эде gar Мше عینیت‎ „ше 0 +0 = (0,0) ° 
ا‎ 

ө‏ معادله‌های درجه دومی که در ست اعداد حقیقی حل ندارند در ست اعداد مختلط حل 
دارند. 


жшке | eerte 


с) i d) —1‏ 
2 عدد مرهومی i‏ مساو ی است به: 
с) i d) -1‏ 
iM et‏ مساوی است به: 
c) -1 d) i‏ 
4( 71-41 مساوی است به : 
d) -3‏ 3 ری 
5( 31۰41مساوی است به : 
с) 121 d) -121‏ 


Е (6‏ مساوی است بە: 
81 


c) 81 d) -8i 
Ta 3. 
7ظ می امت ره‎ l (I 
5d وی‎ 9 9 


14. 14. 


سح d‏ ا 
ол E‏ 
4—11 
arbe (©‏ ات رابت 
JE‏ وی 2 
11 1]— 
с ——i d —i‏ 
5 ) 5 ) 
реа (9‏ 
ТСС‏ | 
5 
هر سه جزء درست نیست o) Ži d)‏ 


а) 


5 


11( اعداد مختلط زیر را باهم جمع کنید: 
(a+ bi)+ (c+ di)‏ > )2+51(+)3+41( 
А (2+ 31) + (2 - 31)‏ )1—1(+ )1+1( 
12( اعداد مختلط زیر را تفریق نمایید: 


(4+3i)-(4+4i) > (Оо) 
(4+41)-(44+31) , (1+1) - (0-1) 

—ib) (13‏ 28) - (ما1 + 22)مساوی است به: 
a) -ib b) -2ib с) 2ib d) 4а‏ 


fol (14‏ ضرب (2-31()2+31)مساوی است به: 
а) -3 b) 13i c) 13 d) 9i‏ 
5i)- (3-4) > (4—3i)(2 +i)‏ + 42 
i(3—2i)° EM‏ 
٦٢٦1 6‏ رے اند Oli‏ هد کہ 


2 Zz 7 17 uz E 2 2٣٢ 


yi "7 ۷۹۹۶۹ ۹۹ 7 


S را حل‎ 57 +2x+1=0 Dol (18 


ندسة تحلیلی علمی است که تخنیک‌های الجبر را باهندسه یک جا می کند؛ یا به 

بارت دیگر هندسۀ تحلیلی ما را قادر می‌سنازد که در څل مسائل آهندسی از روش‌ها و 
معادلات الجبری استفاده نماییم و همچنین از اصول هندسی در مساوات‌های الجبری 
ستفاده نماییم. 

هندسه. یکی از قدیمی‌ترین شاخة الجبر بوده» یونانی‌ها نزدیک به چهار قرن قبل Д‏ 
ر این مورد به طور منظم تحقیق و مطالعه کردند که تقریبا )300( سال قبل توسط | 
ایو (Euclid) aus‏ سیزده )13( جلد کناب تشریح و تفسیر شده بود. 


ختراع هندسه تجلیلی توسط یک عالم فرانسوی رین د کارتس ۱ 
(Rene Descartes‏ کہ در سال‌های )1596-1650 ب.م) زنده‌گی می کرد ر 
صورت گرفت که وش‌های الجبری را در هندمله معرفی و از OT‏ استفاده کرد که به 
e ۱‏ هندسة تحلیلی (Analytic geometry)‏ یا Kala ance‏ : 
(Coordinate geometry) ama,‏ یاد می‌شود. s‏ 
| مبرده در سال )1637 م) یک نسخه را به نام (La geometry)‏ تحریر کرد. o‏ 
خلص این که چطور از هندسه و الجبر بک جا استفاده می‌شوند در این فصل هدف ما" 4 
این است که به طور خلص اساسات این مضمون را مطالعه نماییم. E‏ 
` ‘ 


` 


d 


«(—4,7) نقاط )1-,0(« (2,2)ء‎ LT 


O?) Ej (2,0)‏ را در سیستم کمیات 
وضعیه تعیین کردہ می توانید؟ 


فعالیت 


در مستوی کمیات وضعيه دو خط XX'‏ و YY'‏ را عمود باهم رسم کنید و Май‏ تقاطع این دو 
خط را (O)‏ بنامید که O ibi‏ را مبدأی (Origin)‏ محورهای کمیات وضعيه می‌نامند. 


دو خط عمود باهم به نام محورهای کواردینت (Coordinate axises)‏ یاد می‌شوند که 
خط افقی XOX'‏ محور X‏ و خط عمودی YOY"‏ عبارت از محور Y‏ می‌باشد. 

واضح است تمام اعدادی که SVL‏ محور X‏ به طرف راست مبداً واقع باشند مثبت واعدادی 
که به طرف چپ مبدأً واقع باشند منفی می باشند. و نیز اعدادی که بر روی محور ۷ به طرف 
بالای مبدأ قرار دارند مثبت و پایین مبداً منفی می‌باشند. 

فرض می کنیم که D‏ در مستوی یک نقطه باشد» می‌توانیم که P ag‏ را توسط جورة مرتب 
ules (OrderPair)‏ دهیم» طوری که از D ibi‏ خطوط موازی با محور X‏ و محور Y‏ رسم 
می کنیم که این خطوط محور Y‏ را در 45 Š‏ محور را درنقطه К‏ قطع می کنند. فاصلة 
مستقیم OR=x‏ و OS=y‏ می‌باشد در نتیجه» جورۂ مرتب (Х,У)‏ موقعیت نقطه P‏ را 
در مستوی کمیات وضعیه تعیین می کند. 

هرجورة مرتب در مستوی توسط یک نقطه و هر نقطة مستوی توسط یک جورۂ مرتب اعداد 
حقیقی (x, y)‏ نشان داده می‌شود که × و y‏ فاصله‌های مستقیم 45 p‏ از محورهای X‏ و 
Y‏ می‌باشند. 

این سیستم را سیستم کارتیزینی یا سیستم کواردینت (Coordinate System)‏ 


А 
توسط قضیه فیثاغورث‎ PPP رابا استفادہ از مثلث قایم‌الزاویه‎ d =| | ҮР, و‎ В 
به دست می آوریم» طوری که در شکل مشاهده می‌شود.‎ 


P 
P P, y = (P P.  - (P. P. ث‎ 
( 1 2) ( | 3) ( 4 >) 2 y, <a eee P(X > ,Y>) 
d=|P, Р, |= (x, -x,)’ у) 
Уз =Y 
= (x, -x,Y ٦ Ў Р(х | Yi) 
{к 


| P (Xa уз) 


متوجه باید بود که اگر ( , ×) بو Р, (x,,y,)‏ بالای خط افقی قرار داشته باشند در این 
صورت ول = у‏ می شود طوری که در شکل (a)‏ نیز مشاهده می‌شود. 


d- [P رط‎ = (x - x, ^ +0 =|x,—x,| 


اگر h‏ و P,‏ بالای خط عمودی قرار داشته باشند در این صورت X,‏ = ×می‌باشد طوری 
که در شکل OUS (b)‏ داده شده است: 


die P Р, |= Jo, - y.) = (у-у =|y2-y,| 


Y Y 


B(x , 
0 3 AN y2) 


asss 


مثال2: فاصله بین A )3,-2( bi‏ و (5-,1-) P,‏ را دریابید. 
حل 


e > 
РР, = (х, -xy +(у, -yy = A (5 -x) + (У; رہ‎ 


-4C1-3Y +]-5- 2(7 = 474 «C3 2425 =5 


فعالیت 
فاصله بین P (8,0) bU‏ و P,(2,0)‏ را دریابید. 


e SO ٢٢٦) о ш зш 
یک مثلث قایم‌الزاویه می‌باشند.‎ cla wl) 


AB|= J[2- )-2([ + [1-(-3)F = 2 
0 = (2-2) + (5—1)? -432 


CA|- [-2- C2 «I5- CY = 4 
AB) +80 -32+32 64 
СА} 4ء‎ 


А(=2,=3) 


چون: [CA]? =|АВ| +|BC‏ است. 
А‏ 


olis‏ دھید که نقاط А(—6,3)‏ . (5-,8)3 و C(-1,5)‏ رأس‌های مثلث قایم‌الزاویه 
می‌باشند. 


مثال4: اگر (0,0)/) مر 5$ دایره و Р(3,4)‏ یک نقطه روی محیط o pla‏ باشد طول شعاع 


این دایرہ ,| دریایید. 


۶0-3 و + بل‎ у)" = G-07 + (4-0) 


= 9+16 = 4/25 =5 


Y 


227 


در مستوی سیستم کمیات وضعیه» نقاطی که SVL‏ محور X‏ واقع اند مختصه У‏ آن‌ها صفر 
و نقاطی که بالای محور y‏ قرار دارند مختصهٌ  WOT‏ صفر می‌باشد. 
فاصله در بین دو نقطه Р(х,у)‏ و Обо,у)‏ از فورمول 

PQ E JG, —х,)* +(y, у)‏ |= به دست می آید. 


1- در نقاط osla‏ شدۂ زیر فاصلٌ کدام نقطه از مبدأی کمیات وضعیه 15 واحد می‌باشد؟ 
a: )176,7(‏ 
(10-,10) : 9 
с:(1,15)‏ 
وا 09 
d:(—,—‏ 
бз‏ 


2- نشان دھید که نقاط (4)0,2ء (80/3:1 و C(0,-2)‏ رأس‌های مثلث قایم‌الزاویه 
می باشند. 
3- فاصله بین نقاط )0,5( و (3-,0) را دریابید. 


420-4 بین نقاط )433 و BCLS)‏ را در یابید. 


5 — الہ بین نقاط (ШЕ‏ 5355( را دریابید. 
6- فاصله بین Ju‏ )3.6( 1255( را دریایید. 
7- فاصله بین bi‏ )3,7( و )12,19( را دریایید. 


К 


کے یں SAG Ea‏ 
B(-2,4)‏ میک رد دریاید؟ 


اگر کمیات p ikä iads‏ عبارت از (х,у)‏ باشد که خط مسستقیم BP,‏ را به نسبت ۲ 


А А 
دارم که:‎ PNP, و‎ B M cite تقسیم می‌نماید یا کی باشد. از تشابه دو‎ 


2 


PP BM x-x, PP PM vy y 


= =r 
PE ШЫ Ех BE BEN у= 
ره ده‎ SIE چو‎ ыу, 
XIX =1K,+X, ز‎ ۲ 1 1 7 
)1+ r)x 21x, +x; )1+1(7 < zy, +y; 
саха у= Yita 

1+۴ 1+۴ 


مثال1: OLS‏ وضعیه P iz‏ را در Stub‏ خط مستقیمی که از نقاط )76,3( P,‏ و 


P 1۳۲ ص2‎ 7 A 
ہے گت اد‎ b کر سس = مسر ماد‎ us 92 
AU ТӨЕНЕ ша, а 
2 
x, =—6 X,=5 5 
2 
_ IX, +X, ۲ 
1+7۴ 1+ 


2 -4 
=a) ee 
Iy;tyi 5 ) RC, = 
De E بت‎ 
3 3 


2 
C‏ — تق کند. متو کے LL‏ 
ccu psum cm 3 7‏ 
بود که اگر نقطۂ P‏ خط مستقیم P P,‏ 
را Sla‏ به یک نسبت تقسیم نماید 0 r»‏ و اگر خارجا تقسیم کند 0 > 7 می‌باشد. 

طور مثال: در شکل مشاهده می‌شود که نقطه D‏ قطعه خط 


е سس‎ d SES aye 
هم جهت‎ PP. و‎ RP به عبارت دیگر اگر‎ 
PP, قطعه خط‎ P نقطه‎ Fig ۲ < 0 باشد‎ 

را خارجا به نسبت ۲ تقسیم کند یا BP‏ و 
ЕО СОЕ S‏ 


Р, 


باشد 
РР,‏ می‌باشد طوری 
که در شکل فوق مشاهده می‌شود. 
مشال2: p Ma Gao y OLS‏ را دریابید S‏ خط مستقیمی که از نقاط (8,4-) P‏ و 
P, )2,-1(‏ می‌گذرد. 


در این صورت [—= 


z 3‏ 2 
a‏ داخلا به — P‏ تقسیم نماید. ی ی eet‏ تا 


ae 


ہے ہہ 2 
Со‏ 


-2 -2 
T es а 
1-— 1-— 
3 3 


2 )9 
عبارت از (28,14-)می‌باشد. 


SOLE) A ООО CE را رت‎ уу 


= 1 
می گذردہ داخلا به نست 7 تقسیم کند. 


اگر p ikä‏ در وسط خط مستقیم PE‏ واقع باشد در این صورت l‏ = 7 است و کمیات 


_% 2 ۰ L ШО; 
2 2 
)7,-5( وسطی قطعه خطی که از نقاط (10,4-) و‎ iba مثال3: کمیات وضعیۂ‎ 


وضعبة 45 p‏ عبارت است از: X‏ 


نے کرو دریابید. 


0" [ ٰ ۶5٤ 


)1-5( 
OLS‏ وضعية D tht‏ که قطعه خط P FP,‏ رابه نسبت ۲ تقسیم می کند. عبارت است از: 


7۶8 +7 را ره Dn‏ ی جات 
1+г 1+г‏ 
+ + 
ست از лае y-‏ 


vig scr erc sss азыу РР da iD اک‎ 
میم‎ : m š den hoe P 


1- کمیات وضعیۂ da‏ وسطی خط مستقیم «АВ‏ عبارت 5l‏ )1-,2( می‌باشد» اگر 45 
А(—1,—3)‏ باشد» سارت وضعبة ;422 B‏ را دریاید. 
OLS -2‏ وضعیۂ det‏ وسعلی قطعه خط را که از نقاط )1 B(—2,-4) 3 А(‏ می گذرد 


دریابید. 

B23) о, 
зуб ہے‎ 

ко eee ые аа 


1 


А 
rise 
y 
C گفته می توانید که میل کدام سطح مایل‎ UT 
шс زیاد است؟‎ 
y 
rise 
B C 


Y 
0-90 0 
и 8 б | x —— 


طوری که در شکل مشاهده می‌شود» اگر خط مستقیم l‏ با محور × موازی باشد LEO‏ اگر 
با محور 7موازی باشد 90° LE‏ می‌باشد. 
وقتی که ما به یک سطح مایل (inclined plane)‏ به طرف بالا > کت می کنیم ما در عین 
وقت یک فاصلۂ (гип), GM‏ و یک дь‏ عمودی ) ise‏ را طی می کنیم. اگر میل یک 
خط مستقیم AB‏ را به m‏ نشان دهیم. 

mue 7 

run x 

میل خط مستقیم عبارت از tan‏ زاویه‌ایست که خطمستقیم با جھت مثبت محور × می‌سازد. 
اگر 90° > 0 > 0 باشد میل خط مستقیم مثبت و اگر ?180« 0 > 90° باشد میل خط 
مستقیم منفی می‌باشد و اگر 0= 0 باشد چون 0 = 0° аа tan‏ رر اکر 
?90 = 0 باشد میل خط مستقیم تعریف نشده اسست. j‏ ,1 که 909 tan‏ تعریف نگردیده 


است. 


در مورد میل‌های محورهای X‏ و۷ چی فکر می کنید؟ 


ميل خط مستقیم 7 که عمود نباشد و از دو نقطة „О (x y2) 3 P(x,y,)‏ گدر ده عبارت 
Dl‏ 


tang = 225 231733‏ = 5 طوری که در شکل مشاهده می شود: 
X,—X, XX,‏ 


КРО = Ө 

PR = x, - x, 

QR = y; - y, 

a sm = 
PR х,-х, 


اگر سے نقطه C BAA‏ را طوری داشته ہاشیم که میل خط مستقیم AB‏ مساوی با میل خط 
مثال 1: میل خط مستقیمی‌را که از نقاط )2,4( P‏ و )6.10( P,‏ می گذرد lub ys‏ 
حل 63 10-4_ у-у‏ 


= = دص 
Rh 4 A 2‏ 


x x 6 969172‏ 
مثال2: نشان л»‏ که سه نقطه (3,6-)4» B(3,2)‏ و C(6,0)‏ بالای یک خط مستقیم 


олы ЕЛА 0 
22 ۰ 


=میل خط مستقیم АВ‏ 


3 


2 0—2 ! رش 
وچ шш‏ 
چون میل‌های خطوط ВСГАВ‏ مساوی 
اند. پس نقاط CBA‏ بالای یک خط 
مستقیم قرار دارند. 

نتیجه: ميل در تمام نقاط خط مستقیم باهم 
مساوی می‌باشد. 


° میل خط مستقیمی را دریابید که از نقاط (2,4-) و( 5,1) می گذرد. 
٭ با استفاده از میل خط مستقیم نشان Las‏ که نقاط (5-,۰)4 )7,5( ,)1015( بالای 
اگر l‏ 5 دو خط مستقیم باشند که میل‌های‌شان Y 7 [i‏ 
به ترتیب m,‏ و m,‏ باشد: 
1-در صورتی که bbl,‏ موازی باشد m, = m,‏ 
AG, x Seb 5 ۰۰۰‏ 9۱ 

tan Ө, = tan 0, 

m =m, 

2 اگر ,او را باهم عمود باشند: 


L.mm,+1=0 Lm = – 
m, 


m ۰7 = -1‏ می‌باشد. 


میل یک خط مستقیم که از دو نقطه Unless ODE (х,у)‏ 


T cem ш - TL 22‏ میل محور 26 و خطوطی که با مر موازی 
XTX,‏ رک X,‏ 


باشند» صفر و میل محور Y‏ و خطوطی که موازی با محور Y‏ باشند تعریف نشده است. اگر 
زاوية میل یک خط مستقیم حاده АЗЫ‏ میل OT‏ مثبت و اگر منفرجه باشد میل OT‏ منفی 
OO‏ رہ رر 

y 


اہ 


1-میل خط مستقیمی‌را دریابید که از نقاط (2-,3) و )2,7( می گذرد. 

.1-2 (4)8,6ء (4,2-)8 و С(—2,—6)‏ رأس‌ھای یک مثلث باشند میل هر ضلع مثلث 
را دریابید. 

(2c—a,2a) „(с,а+Ь) .(a.2b) که نقاط‎ мл» olis استفادہ از میل خط مستقیم‎ L-3 
بالای یک خط مستقیم واقع اند.‎ 

4-خط مستقیم AB‏ از А(1—2) bU‏ و В(2,4)‏ می گذرد و خط مستقیم CD‏ از نقاط 
C(4)‏ و D(-8,2)‏ ہے گذرد این دو خط باهم: 


a‏ - موازی اند 0 - عمود اند C‏ - هیچ کدام 
5- خط مستقیم 3 = y‏ و خط مستقیم 3 = × باهم: 
a‏ - موازی اند b‏ = عمود اند С‏ - هیچ کدام 
6- خطوط مستقیم 1- = × و ab X=3‏ 
Q‏ - موازی اند 0 = عمود اند С‏ - هیچ کدام 
7- میل خط مستقیم 2-3 مساوی است به 
o d =| € о -b ia‏ 
8- میل خط مستقیم 0,03 = × مساوی است به: 
-1-с 2-Б Îl -a‏ 4- تق رت ققدہ ات 


bd 


| را‎ CD خط مستقیم‎ ales می توانید‎ LT 
است دریابید؟‎ X که موازی با محور‎ 


1- معادلٴ خط مستقیمی که موازی با محور × باشد 
تمام نقاطی که بالای خط مستقیم Г‏ واقع باشند از محور X‏ فاصله‌های مساوی دارند یا به 
عبارت دیگر» مختصۂ у‏ تمام نقاطی که بالای خط مستقیم ү‏ 

موازی با محور X.‏ واقع باشند باهم مساوی است. اگر فاصله 
بین خط 7 و محور DX‏ بنامیم дз»‏ خط مستقیم عبارت 
از y =b‏ می‌باشد. 0 
fi‏ 0 < ۵ باشد خط مستقیم l‏ فوق محور 
و b<0 S‏ باشد خط 1 پایین محور X‏ 
و اگر b=0‏ باشد [k=‏ بالای محور X‏ واقع 
می‌باشد. 

مثال1: معادلء خط مستقیمی‌را که از 425 
)2,3( می گذرد و با محور X‏ موازی LAL‏ 
دریابید. 

حل: 3> Dole y‏ این خط می‌باشد. 


2- معادلۂ خط مستقیمی که با محور Y‏ موازی باشد: تمام نقاطی که بالای خط 
مستقیم / که با محور Y‏ موازی است واقع باشند. hob‏ آن‌ها 
از محور Y‏ مساوی می‌باشند؛ اگر فاصلة خط 7 از محور Y‏ را 
3 بنامیم که а‏ مختصۂ اول این نقاط می‌باشد» پس alee‏ خط 
مستقیم Í‏ عبارت از 9 = × می‌باشد. 

fi‏ < 4 باشد خط / به طرف راست محور Y‏ واقع است. 


اگر 0 > 4 باشد خط 1 به طرف چپ محور ‏ قرار دارد و 

(2,3) قرار دارد.‎ Y باشد خط 7 بالای محور‎ а=0 fi 

مثال 2: Soles‏ خط مستقیمی‌را که از 45 (2,3) می گذرد 

وبا محور Y‏ موازی باشد. دریایید. 

0 x این خط می‌باشد.‎ Jab x = 2 حل:‎ 
х=2 


doles‏ محور Y‏ رابنویسید. 


Lolo -3‏ خط مستقیمی که میل و Ад‏ تقاطع ОТ‏ با محور Y‏ معلوم باشد 
(معادله معیاری خط مستقیم) 

اگر P(x, у)‏ یک dax‏ خط مستقیم Í‏ باشد و C(0,b)‏ نقطة تقاطع اين خط مستقیم با محور 
Y‏ اشد در این صورت» میل خط مستقیم / عبارت است از: 


اگر D=0‏ باشد dote‏ خط مستقیم у=тх‏ می‌باشد که در این صورت. خط مستقیم از 
مبدأی کمیات وضعيه می گذرد. 
مثال ,3 álles‏ خط مستقیمی‌را دریابید کە: 


8- میل آن 2 و محور Y‏ را در 5 قطع AS‏ 


حل 
со 7+‏ 
y=mx+b> y=2x+5‏ 

m 89۶070 b 

: . ت = = = 

2 m, E 2) he а аре 

1 4 
to т = ۔‎ b= 

کر ری a‏ — 


=mx+b> . a 
у у 6 3 


کے این معادلے را به اشکال 6y—x=8 ,бу=х+8‏ و یا x—6y+8=0‏ می توان 
نوشت. 

Vole -4‏ خط مستقبمی که fro‏ و یک OT А‏ معلوم باشد 

stus‏ خط 7 که میل OT‏ 11 و از О(х,у,) bx‏ می گذرد. 

Р(х,у) و‎ ©)» у) BW یک نقطۂ اختیاری خط مستقیم ] باشد. چون‎ р(х,у) fi 
14 این خط تق مساوی ات‎ я بالای ہرز خط تق وا اندي ر‎ 


مثال4: Moles‏ خطی مستقیمی‌را دریابید که میل oT‏ (2-) و از xax‏ )5,1( می گذرد. 
حل 
у-у =m(x—x,)‏ 
y-12-2(x-5)‏ 
у= 2х +11‏ 
2х+у-11=0 L‏ 
Vole -5‏ خط مستقیمی که دو ahi‏ آن معلوم باشد 
|а‏ خط Í‏ که عمود نباشد و از نقاط yi)‏ , ,)© و К(х,,у,)‏ می گذرد و Р(х,у)‏ یک 
نقطه اختباری خط Í‏ باشد چون میل خط مستقیم در هر نقطه با هم مساوی می‌باشد؛ پس: 
Y‏ 


X ا‎ Уш ya 2ے‎ A 
675 


X,—X, 

مثال 5: ijale‏ خط مستقیمی را دریابید که از نقاط (2,1-)و (4-,6) می گذرد. 

m Je 
y دی‎ ( 2)] y =1,х,=-2,у, =—4,x,=6 
y-i- 2) L 5x+8y+2=0 


Yoko :6‏ خط مستقیمی که نقطه تقاطع b OT‏ محورها معلوم باشد 

اگر Р(х,у)‏ یک Max‏ اختیاری خط مستقیم Г‏ باشد و خط مستقیم l‏ محور X‏ را درة э‏ 
محور Y‏ را در 0ا قطع uF‏ يا محور × را در نقطة A(a,0)‏ و محور را در نقطة B(0,b)‏ قطع 
می کند. در این صورت نقاط A‏ 8 و P‏ بالای خط مستقیم آواقع اندہ با استفاده از فورمول 
خط مستقیمی که دو OT А22‏ معلوم باشد داریم x,=0,y,=b u$‏ 20 رل =a,‏ × 


می‌باشد. 


а) —ay =b(x —a)‏ الہ 
-a‏ 


هردو طرف مساوات را بر AD‏ تقسیم می کنیم: 


مشال 6: معادلء خط مسقیمی‌را دریابید که محور X‏ را در (2,0) ومحور Y‏ رادر 
)0,4( قطع می‌کند. 
حل:2  -‏ و 4- = ( می‌باشد. 


ү ہہ‎ |= 
۳ z 


=| t 2x-y-4=0 


مثال7: O Иа‏ متساوی‌الساقین an e ¿AU‏ را 
M‏ تل 45 P(2,3)‏ بگذرد. 


В(0,а) 


P23 
(2,3) Ies 


0—a 


ا = = AB‏ میل خط مستقیم 


اکنون Soles‏ خط مستقیمی که میل oT‏ (1-) و از 45 P(2,3)‏ می گذرد عبارت است 

Dl 
y-32z-YX(x-2) ۳ х+у-5= 0 

doles‏ خط مستقیمی که یک نقطه و تقاطع OT‏ با محور У‏ معلوم باشد عبارت از 

у=шх+Ь‏ می‌باشد. 

alaa‏ خط مستقیمی که میل و یک ОТ Max‏ معلوم باشد у= y, = m(x — x)‏ است. 


حور 


2 


معادلۀ خط مستقیمی که دو ОТ Abadi‏ معلوم باشد ( ,× y у= A (x‏ و oles‏ 
1 


خط مستقیمی که نقاط تقاطع OT‏ با محورها معلوم باشد. тм‏ می‌باشد. 


RAR м. 
معادله‌های خطوط مستقیم زیر را دریابید:‎ -1 
که از نقطه (9-,7) ہے کدوک‎ X j > خط موازی با‎ Soleo 2 
که از نقطه )5,3—( ے گرد‎ X خط عمود بر محور‎ il :b 
لے معادله‌های خطوط مستقیم زیر را دریاید:‎ 
ےت‎ ××" ol (as a 
008 77 
تعریف نشده باشد.‎ OT از 45 (8,5-) بگذرد و میل‎ : 
و )1-,9( بگذرد.‎ )-5,-3( Ый که از‎ 0 
AS را در 9— قطع‎ Y و محور‎ —4 ol مال‎ е 
باشند.‎ 


iale 4‏ خط مستقیمی‌را بنویسید که از iba‏ )4,—6—( می گذرد و عمود بر خطی باشد 


که میل آن tec‏ 
Holes -5‏ خط مستقیمی‌را بنویسید که از نقطه (5-,11)بگذرد و موازی با خطی ASL‏ که 


Ë # 


LT‏ می توانیسد بگویید که خط نورمال یک 


می‌باشد؟ 


р که طول خط عمود ازمبدأی کمیات وضعیه بالای خط / عبارت از‎ Г خط مستقیم‎ Yates 
خط عمود باشد عبارت است از:‎ fro as gl} Ө باشد و‎ 
xcos0 + 75180 - P = 0 L xcos0 + ysin0 = P 
قطع می کند؛ اگر‎ BALE را در‎ Y و محور‎ ALLE را در‎ X خط مستقیم | محور‎ 
عمود بر خط [ باشد پس‎ OR باشد و خط مستقیم‎ AB یک نقطة اختیاری خط‎ Р(х,у) 
طول نورمال می‌باشد.‎ P نورمال خط / می گویند که‎ LOR که خط مستقیم‎ OR|- P 
داریم که:‎ 01 B 018و‎ ۸ as) ple’ از مثلثھای‎ 
7۲ 
cos0 


cos(90° — Ө) = dem L OB 
OB 


wee یا‎ ОА = 
ОА 
E P Ear 
cos(90 —0) 0 
می‌باشد.‎ cos(90? — 0) = sin Ө که:‎ esl» از مثلثات می‎ 
قطع می کند؛‎ (0,ОВ) را در‎ Y و محور‎ (OA,0) ob X محور‎ AB چون خط مستفیم‎ 


ES 

OA OB 

x تس ار‎ 
mee m 
cos0  sinO 


با xcos0 + ysinð = P‏ 
که xcos0 + ysin0 = P‏ با 0 - xcos0 + ysin0 - P‏ عبارت از معادلۂ نورمال 
خط مستقیم Í‏ می‌باشد. 
مثال 1: اگر طول خط عمود بر یک خط مستقیم / از مبدأی کمیات وضعيه مساوی به 5 
واحد باشد و زاویۂ میل خط عمود (نورمال) ?120 باشد میل خط مستقیم / و Doles‏ نورمال 
و ikä‏ تقاطع OT‏ با محور Y‏ را دریابید. 
fo‏ :120°= و Р=5‏ می‌باشد. 

xcos120°+ ysin120? = 5 


;33 = *120وزه el eei d Ca У‏ 
2 2 2 2 
0- 30+10 - × 
برای دریافت میل خط /معادله را به شکل Y=MK+b‏ می‌نويسيم. 
x 10‏ 
— + = 
43 43 


à 1 1‏ 
پس gucci‏ و محور Y‏ را در نقطۂ (O, y)‏ قطع می AS‏ 


Soles‏ نورمال خط مستقیم را دریابید که طول نورمال OT‏ 10 واحد و نورمال با جهت مثبت 
محور X‏ 54,15 ?30 را بسازد. 


Vlo -8‏ عمومی یك خط (General equation of a straight Line): piim‏ 
c = 0 ik‏ + لا + ax‏ دارای دومتحول y 9X‏ است. درحالی که Cs b a‏ اعداد 
ثابت می‌باشند. Dy a)‏ همزمان Lb‏ صفر نباشند) به نام Moles‏ عمومی‌یک خط مستقیم یاد 


می شوند. 


cL ш اک ی۷‎ 


а 


C 
a 


— تا‎ зе byte ر20 0 اد ماد هکل‎ 2-0 о 


-c 
می‌باشد.‎ n. عبارت از‎ X محور‎ 


۳ ۶ ۶ ۶٦ 


by = -ax -c ےہ‎ = +b 


= = رها 
к= ты ea ies Hides,‏ و محور у‏ را در — قطع می AS‏ 
1-تبدیل معادله عمومی بک خط مستقیم به شکل معادله معیاری OT‏ 
sls‏ عمومی ах +5у+с=0‏ به شکل doles‏ معیاری یک خط مستقیم عبارت است از: 


у و‎ s 


ریہ EG‏ 
که میل این خط 5з‏ 9 محور xc cede d‏ 


حل 
12y=5<+39 L s о‏ 
2 12 


. 39 bM 
قطع می کند.‎ у a ге که میل آن‎ 


2- تبدیل معادلة عمومی یک خط مستقیم به شکل معادلۂٴ خط مستقیمی که میل 

و یک نقطة OT‏ معلوم باشد 

در c = 0 Jsu‏ + لط + ax‏ که میل OT‏ _ و یک نقطه OT‏ = می‌باشد؛ پس: 

а b 

(x+) m = tan 0 = Ê 
a b 

مشال BS‏ معادلة عمومی خط مستقيم 0= 39+ 5х -12y‏ رابه شکل معادلة خط 

مستقیمی تبدیل کنید که میل و یک ОТ áb‏ معلوم باشد. 

0 ۶۶۶۰ص ےت 

5 


—a 


JE 


خط است؛ بیس 
= را = у-у‏ 
39 5 39 5 
X+ =>y=—x+‏ =0— 
12 12 )5 12 — 
3- تبدیل Volo‏ عمومی‌به شکل معادلة خط مستقیمی که دو АД‏ آن معلوم 
باشد 


б CET 0-5 3 C70) است از نقاط‎ ax را‎ + ۵-0 оТ Water a 5 


y, =0 к= юл x, =0 
y у = 22-7 (x -x,) 
X, X, 
m P са 
с 0 4S) - P. 5x 45) 
jae a с boo 
a a 
= с 
== (es) 


مثنال4: معادلة عمومی خط مستقیم 0 = 39+ 12- 5х‏ را به شکل isle‏ خط 


مستقیمی‌بنویسید که دو ОТ Mal‏ معلوم باشد. 
حل: خط 0= 127+39 - ×5 از نقاط B.)‏ و )20 )ص می‌گذرد. 


аон‏ = ا 


у اي‎ (x—x,) І X-X XX] 
X, X, 


39 
x MTS‏ 
u Ure‏ 
5 
4- تبدیل معادله عمومی یك خط مستقیم به شکل Yoleo‏ خط مستقیمی که 
bw‏ تقاطع b Of‏ محورهای Y 9X‏ معلوم باشد 


ax+by+c=0 
ax + by = —c 


ax by | 


a b 
خط مستقیمی که نقاط تقاطع آن با‎ doles را به شکل‎ 5× -12y +39 =0 ale :5 flo 
معلوم باشد تبدیل نمایید.‎ Y و‎ X محورهای‎ 
5х-12у=—39 


اطراف را بر 39-تقسیم می کے 
x. 12у _‏ 
ЕЕ‏ 
E‏ 
ira‏ 39 
Б, О‏ 


39 39 2 i 
Cs) О) را در نقطه‎ X بدین معنی که این خط مستقیم محور‎ 
قطع می کند.‎ 
فعالیت‎ 
و ۰۷ دریایید.‎ X رابا محورهای‎ 3× -2y = 6 نقاط تقاطع خط‎ iads OLS 


5: تبدیل معادله عمومی یك خط مستقیم به شکل نورمال آن 

چون می‌دانیم که alaa‏ خط مستقیم به شکل نورمال =P‏ 0 ۷518 + 16080 می‌باشد. 

و معادلۂ عمومی یک خط مستقیم عبارت از 0 = + ax + by‏ با 6- = ax + by‏ بودہ 

که هردوی OT‏ نشان دھندۂ عین خط مستقیم می‌باشند؛ پس نسبت‌های ضرایب آن‌ها مساوی 

а боо = باشند.‎ „К Cob эде به یک‎ 

sinü Р‏ ومع 
P  cos0 sin0 cos” 0+sin 0 _ 1‏ 

-c а b + la” +b” + la” +b” 


cos Ө sin20 cos’ O+sin Ө... 
= = زیرا کە:‎ 


а? b? а р 


k a 7 
355 cos = —— — در نتیجه: — — = 8100 و‎ 
2 2 
+a” +b +a +b 


در Holu‏ 0 = 0 - 0 718 + 6090 با عوض کردن قیمت‌های 8100 و COSO‏ داریم 


u$ 
ax л Бу ۳ с 20 
+a? +b? tala? +b? Ка Ср 
ax+by _ –с 
+a” +b” +r a” + 
E =k Й 2 =k Ls 
sin Ө соѕӨ 


k2cos20=a2 ,K^sin"^0 = Б? 6090 =a .ksin0 =b پس:‎ 


k cos? 9+16 sin? Ө = a +b? 
k^ (cos? 0 +sin” Ө) = a? +b 
k = +a” +b? | 
تقسیم می نماییم داریم که:‎ K را به‎ ax + by = —c هر دو طرف معادله‎ 
з а T b ec с 
+a” +b? +a” +b” +a” +b +a” +b2 
می‌باشد.‎ C هروقت مثبت است علامت مخرج جذر مخالف علامت‎ p برای این که قیمت‎ 
می‌باشد‎ b باشد علامت جذر مطابق علامه‎ co 0 اگر‎ 
تبدیل نمایید.‎ OT را به شکل نورمال‎ 2x -3y +6 -0 doles :6 fio 
حل: هر دو طرف معادله را بر 3/13 = )23( + ^42 تقسیم می نماییسم برای این که‎ 
ИВ طرف راست مساوات مثبت باشد علامت‎ 


+ Уш =0 ي‎ a 
V3 з. VB ETE 


پس 0 در 4-0 دوم قرار دارد. 
Oo ۱2۰ ٦‏ 


x ٠ 7 =0 
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ilal‏ خط مستقیم 0+ 39+ 52-12 را به شکل نورمال تبدیل کنید. 


EK عمومی‎ Jokes نورمال یک خط مستقیم عبارت از 0= و - 0 + 20090 و‎ элә 
می‌باشد.‎ axtby+c=0 خط مستقیم عبارت از‎ 


ах by c Е 


—— p 
+ la” + b + Ja? +b? + а? +b? 


dolus -1‏ نورمال خط مستقیم 0 = 60°—7 x cos 60° + ysin‏ را به شکل Vols‏ عمومی 
یک خط مستقیم تبدیل نمایید. 
2- معادلة نورمال یک خط مستقیم 0 = 6 - 2252 узїп‏ +2256 609 را به شکل معادله 
عمومی یک خط مستقیم تبدیل نمایید. 
3- معادله‌های عمومی یک خط مستقیم که در زیر داد شده اند به شکل Males‏ نورمال تبدیل 
tho Ls‏ 

15y-8x 4320 2x +5у-2=0 2+ Ay - 7-0 


2 


lol LT‏ نقطة )2,2( رااز خط مستقیمی که 
Alsi‏ ان x+y=l‏ باشد دریافت کردہ 
می توانید؟ 


اگر فاصلۂ نقطۂ P‏ را از خط 1۰۸ در نظر بگیریم؛ طوری که نقطۂ ۲ بالای خط AB‏ 
واقع نباشد. ( خط AB‏ نه خط عمودی و نه افقی باشد). 

از نقطة p‏ خط A'B'‏ را موازی با AB‏ رسے ЫЎ‏ در این صورت» معادلة نورمال خط AB‏ 
عبارت است از xcos0 + ysin0 — p=0‏ 

A'B' نورمال خط‎ olas موازی است. پس‎ АВ با خط مستقیم‎ A'B' چون خط مستقیم‎ 
d = хсоѕ0 + ysin0 — p L хсоѕ9 + y sin 0 — (p d) 20 از:‎ cul عبارت‎ 

چون نقطۂ P(X,,Y,)‏ روی خط مستقیم А'В'‏ قرار دارد در Jaleo‏ فوق عوض V 9X‏ به 


X, wy‏ و ) را عوض می کن دارر که 
d=x, cos0- y, sin0- P 007‏ 


این معادله» 420 نقطے p‏ را از خط 
АВ‏ نشان می‌دهد در صورتی که 
معادلة > Ь‏ مستقیم AB‏ به شکل “д‏ 
تورهال داده Е‏ اک معادل ` 

خط مستقیم AB‏ به شکل عمومی 


с= 0)‏ + ما + (ах‏ داده شده باشد» 


"Y. 


oh ‚Р(х, DA ) 


UM 


@ 


aPC ےھ تھموں‎ ns 
+ a +b? +a? +b’ +a” +b 
عوض کنیم داریم که:‎ AB نورمال خط مستقیم‎ doles ار اراد‎ edi 
СЕБЕ] 
+a? +b? 

در معادلۀ فاصله اگر PALE‏ و مبدأی کمیات وضعيه به یک طرف خط AB‏ واقع باشد 

قیمت d‏ منفی می‌شود و در صورتی که نقطۂ p‏ و مبدا به دو طرف خط مستقیم glo AB‏ 

باشد قیمت d‏ مثبت می‌شود. چون فاصله» هر وقت مثبت است باید قیمت مطلقة ӘЙ‏ در 

نظ رگرفته شود. (علامت C‏ مخالف علامت جذر مخرج می‌باشد) 

مثال 1: P(-2,8) ikä dol‏ را از خط مستقیم 0 =11- 39 + ×4 دریابید. 

حل: 4 -؛ b=3‏ و 11-=» چون علامه C‏ منفی است WL‏ علامه جذر مثبت باشد. 
Кош,‏ 24-11 +8۔ lax, 4 by, «d 1 ]4)-2( + 3(8) - 1| В‏ 


fa? +b” Jy + (۳ ۳ 7 


,sin 0 = 


d 


فعالیت 
فاصلۂ dads‏ )5,8( را از خط مستقیم 3х-2у+7=0‏ دریابید. 


فاصله بین دو خط موازی( (Distance between two parallel lines‏ 
فاصلۀ بین دو خط مسوازی عبارت از فاصله در بین یک نقطه بالای یکی از خطوط و خط 
موازی دیگری می‌باشد 
مثال 2 فاصله بین دو خط مستقیم موازی 0- 13+ 2x —5y‏ و 2x-Sy+6=0‏ را 
دریابید. 
حل: یک نقطه را بالای یکی از خطوط موازی در می یاہیم؛ طور مثال: اگر در Holes‏ 

2x—5y +13 =0‏ 
1= ×باشد 3 у=‏ می‌شود. حال 4.26 dled‏ )1,3( را از خط مستقیم 0= 6 + 5 - 2 


@ 


ax, t by, +c 


Eva +b? 


توسط فورمول = d‏ به دست می آوریم. 


а_2@-56)+6|_]2-15+6]_ 7 

و JQy«csy | 44e25‏ 
بادداشت: فاصلة خط مستقیم ax +by+c=0‏ از مبدأی کمیات وضعيه )0,0( عبارت 
С‏ 


+b?‏ 2وہ 


Е از‎ 


فاصله بین دو خط موازی 10= 2۷ + 3x‏ و до 551; у=-52+7‏ 
مثال3: فاصله بین دو خط موازی 0= £2 2x cy‏ و 0= 8- 3۷+ 6x‏ را دریابید. 


حل: اگر در معادلۂ 0 = 2+ X 20.2x cy‏ شود 2-2 ۷ می شود. اکنون فاصله 425 
(2-,0)را از خط مستقیم 6x+3y-8=0‏ به دست می آوریم: 


_ ax, +by +c _[6(00+3(—2)—8|_ 14 


X (ey [3649 34/5 


d 


Р(х,у) 25 deb‏ از یک خط مستقیم از فورمول 0 - 0 d=x,cosO+ y, sin‏ و 


ax, + by, +c | 


Eva +b 


d=‏ به دست می‌آید. 


® 


í :‏ « تمرین 


1- فاصلةٌ بین هر جوره خطوط موازی را که معادله‌های OT‏ قرار زیر می باشد دریابید: 
3х-4у+7=0‏ و 3x-4y4320‏ 
12x+5y+13=0‏ و 12x+5y-6=0‏ 
2х+4у=1‏ و 0< 2-5 +2 
426-2 نقطۂ P(6,-1)‏ را از خط 20 9- ob 6x Ay‏ 
3- فاصله بین دو خط موازی 6-8-0 +3 و 0= 5+ Ay‏ +27 مساوی است به: 


nc b) c)64 5 d) میچکدام‎ 


31 
5ہ‎ 645 
203و‎ 0 3 4 р Ке ae | 
_ 9۹9۶+ ۷ ٤ از خط مستقیم‎ )1,2( ib فاصله بین‎ -4 
33 b: 1 es 2 qs 
2 


5- فاصله بین 45 (2,7-)و خط مستقیم 0- 77-2 + 24K‏ مساوی است به: 


1 
a : 0,04 DS с: 4x107 0۰ هر سه درست اند‎ 


)0,4( 
2 
dol LT‏ دایره‌یی را می توانید Anh yo‏ که 1 
X : -‏ 
م رکز OT‏ در مبدأی کمیات وضعیه واقع و )4,0( 2 ,43 2 3 ]|40 
شعاع آن 4 واحد باشد؟ г‏ | 
)4-,0( 


vo plo‏ ست نقاطی می‌باشند که Abe‏ آن‌ها از یک dax‏ مستقر ثابت باشد. Max‏ مستقر م رکز 
(Center)‏ دایرہ و 4.26 مساوی عبارت از شعاع (Radius)‏ دایرہ می‌باشد. 


Yoko‏ یك دایرہ C(h,k) 51 (Equation ofa circle)‏ رکز co pla‏ ۴ شعاع دایرہ 
و Р(х, y)‏ یک نقطه از محیط دایرہ باشد. 
مطابق شکل با استفاده از قضیة فیثاغورث داریم که: 
+(y—k)°‏ زط - (СР)? = x‏ 
(x-h)’ +(y-k) =r (=n)‏ 


معادلۀ فوق» Soles‏ معیاری دایرہ می‌باشد؛ اگر مر کز دایرہ در مبدأی کمیات وضعيه باشد در OT‏ 
صورت h=k=0‏ است و o pla doles‏ 
(х0) yT‏ ۳ 
= رخ می‌باشد. 

SIDE k — 0‏ کے 
(Point circle)‏ می گویند. 


Jiro‏ 1: معادلة دایره‌یی را دریایید که 5$ OT‏ )3,5—( و طول شعاع آن )7( واحد باشد. 
حل: h=-3 ; k=5 ,r=7‏ 
(x +3)2 +(y—5)° = 7°‏ 
x? +у? + 6x -10y-15-0‏ 


dolus‏ دایره‌یی را بنویسید که م رکز OT‏ در مبدأی کمیات وضعیه واقع و شعاع OT‏ 3 واحد 
КОГ‏ 


شکل عمومی معاد ل (General form of an equation of a circle) o p13‏ 
(х=) + (y-J =r‏ 
х? -2hx +h? + y* -2ky +k -r° =0‏ 
х? +y’ – 2х - 2ky +h’ +k -r° =0 aH‏ 
fl‏ =۸ و < ب1- و h +k? -r = C‏ فرض شود داریم u$‏ 
x+y? «2gx +2fy +c =0 L (х+ 2) +(у+ f =e’ +f’ -c‏ 
و این معادله را 31ка‏ عمومی دایرہ می گویند که مر کز دایرہ (-g,-f)‏ و شعاع oT‏ 
Pang че -‏ می‌باشد. 
اگر f^-c»0‏ + ”ع باشد دایرۂ حقیقی وجود دارد. 
اک لا 6 و کی اش دایره EE‏ 
اگر f^ —e«0‏ + ”ع باشد دایره» مجازی است (وجود ندارد) 
و يا اگر در معادلة 0= ۲ +h k^‏ ڑ2 - ڑ2 - ху‏ 
و" ۰ 26 و ۲ = hk‏ قرار دادہ شود داریم کە: 
y^ +ax+by+c=0‏ + ×این ihla‏ عمومی یک دایرہ نیز می‌باشد. 
بعضی اوقات Vales‏ عمومی یک دایرہ را به شکل 0 = Ах? + By? +Dx + Ey - F‏ 
نیز نشان می دھند در صورتی که 8 A=‏ و هم‌علامه باشند. 


حالات خاص 

1-اگر در معادلۂ دایرہ (x-h) -(y-k) =r‏ قیمت h=0‏ باشد م رکز دایرہ 
بالای محور Y‏ واقع است و شکل معادلۂ دایرہ ‏ = ”(۸- x^ (y‏ می اش 

2-اگر k=0‏ باشد م رکز دایره بالای محور × واقع است و معادلۀ دایره 
(х=)? + у? = r°‏ می‌باشد. 

(х=)? +(y-r) =P’ c pha مماس بوده و معادلة‎ X باشد دایره‌بامحور‎ k= ۶ 3-اگر‎ 


می‌باشد. 
4-اگر har‏ دایره‌بامحور ‏ مماس بوده و معادلة دایری (x —ry + )- Ey =P’‏ 
می‌باشد. 
5 یک دایرہ در OT‏ صورت از مبدأی کمیات وضعیه می گذرد 4145 ktk = р?‏ 


6-یک دایرہ در OT‏ صورت بالای محورهای X‏ و Y‏ مماس می‌باشد کہ OT doles‏ به 
شکل (x— r) + (у) =r?‏ باشد. 
مثال 2 م رکز دایرۂ 10= x^ +(y—5)?‏ بالای محور Y‏ قرار دارد. 
(x-1) +(у– 5) 225 ij‏ بامحور X‏ مماس می‌باشد. 
مک داد 9« (х+3)2 +y‏ بالای محور X‏ قرار دارد. 
فعالیت 
در شکل نشان دھید که در مثال دوم م رکز دایرۂ اولی بالای محور Y‏ قرار c lo‏ دایرۂ دومی 
با محور × مماس می‌باشد و م رکز دایرۂ دومی بالای محور Х‏ قرار دارد. 


مثال 3: alus‏ عمومی و معیاری دایره‌یی را بنویسید که 
کمیات Ana‏ م رکز ОТ‏ (2,3-) و شعاع آن 6 واحد 
باشد و نیز این دایره را رسم کنید: 

معادلة معیاری دایره — *6- (3- )+ (2 +) 
Ака‏ عمومی‌دایره 0= 4-6۷-23 + х? + y!‏ = 


مثال4: olis‏ دهید که 0 = 10+ 36+ ×24 + il 5×2 + 5y”‏ یک دایرہ بوده و 
نیز کمیات وضعیة م رکز و طول شعاع OT‏ را دریابید. 
حل: هردو طرف معادله را بر 5 تقسیم می نماییم داریم که: 
3 24 
x’ +y?+—x+—y+2=0‏ 
y 5 5 y‏ 

18 ТЮ, 
و 2 < 6 م اشد‎ =—— ре که‎ 

5° zi 5 8 5 


-12 —18 
GE f)=( 5 , E ) (م رکز دایرہ)‎ 


144 324 418 418 
Tong f c~ + 2E = to pls شعاء‎ 
: ۷5 25 0 


مشال 5: معادلۓ دایره‌یی را دریابید که با ¿ls‏ 420 +87 - ”ر + x^‏ متحدالم رکز 
(Concentric)‏ بوده و با خط Х+2у+6=0‏ مماس 


x+y? - 8+4 >0 حل: مرکز دایرۂ‎ 
Г بوده که در معادله‎ Cu (—g,—f) عبارت از‎ 
Cy :x +у? +2рх +2fy+c=0 


4 < و - << 4-< g‏ >8-= و2 
= >= اک و 

45 )4,0( ہار کر ات دایرہ نیز می‌باشد که OT Sales‏ مطلوب ات 
کمیات وضعیۂ C,‏ را در معادله (х= hy + (y - ky 2 Y?‏ وضع می نماییم: 
(x-4 +(у-0)° =>”‏ 
برای این که شعاع دایرہ C,‏ را دریابیم» چون دایرہ با خط مستقیم 0 = X+2y+6‏ مماس 

است» پس فاصلۂ نقطۂ )4,0( از این خط مستقیم عبارت از شعاع دایرہ می‌باشد. 

4(1) +2(0)+6 


Te ٥٦ 


۹ 


پس ole‏ دایرۂ مطلوب 20 - 2پ + 4)2— (x‏ یا 0= 4- ×8 - ”رر + x?‏ می‌باشد. 
مشال6: alus‏ دایره‌یی را دریابید که از نقاط B(6,5)‏ و А(4,1)‏ می گذرد و م رکز OT‏ 
بالای خط مستقیم 0 = 16- + Ax‏ واقع AGL‏ 
حل: اگر مر کز دایره C(h,k)‏ باشد» e pla Doles‏ عبارت از: 
(х)? + (y- kK)” =r’‏ می‌باشد» چون م رکز دایره بالای خط مستقیم 
y -16 = 0‏ + ×4 قرار دارد» پس 16= +k‏ ط4 است = (x —h)2 + (y-K(”‏ و 
|AC|=|BC|‏ و ]80|- ЈАС‏ می‌باشد. 
(h-4) + (k-1) 2(h-6) «(k-5)‏ 
4h + 8k = 44‏ 
16+ سح ]ا + 456 + 
8ے 7К‏ 
وک ا »== 4 - 1 
г? = )3- 4(2 + )4-1(” =0‏ 
)x-3(” + )y-4(” =10 = х? +у? –-6х-8у+15 =0‏ 
که oles‏ عمومی o pla‏ مطلوب می‌باشد. 
Jales‏ دایره‌بی را دریابید که از نقاط )0,0( و )2,0( می گذرد و با خط مستقیم у-1=0‏ 
مماس باشد. 


مثال 7: iads OLS‏ م رکز و طول شعاع دایره0 = 9- Ay‏ + ×4- ”ر + ”× را دریابید. 


حل 


x+y” -4x+4y-9 =0 

х? -4x+ y7” +4y-9 =0 

x -4x +(-2°)-(-2°)+ y + 4y + 22-2-9 =0 
(x-2( + )y ey =7 


پس مر کز دایره (2-:2) و شعاع دایره rm I7‏ می‌باشد. 

معادلۀ دایره‌پی که م رکز OT‏ در مبدأی کمیات وضعیه ly‏ باشد عبارت از *7 = y!‏ + "یر 
و اگر م رکز OT‏ در مبدأی کمیات وضعیه واقع نباشد و کمیات وضعیۂ م رکز دایره (h,k)‏ 
باشد х? +y + 2 +2fy+c=0 L(x-h) +(у- К)? =r? oT Vole:‏ 
وبا 0= 0+ لط + ×8 + ty‏ × می‌باشند. 


71 دایره‌یی را دراد که اگر: 

(а‏ مختصات مر کز oT‏ (2-,5) و r=4‏ باشد. 

(b‏ مختصات مر کز (Y2, 2343) oT‏ و شعاع r = 24/2 OT‏ باشد. 

1554s. )1,2( نقطه‎ 1,(0,0) ol متصات مر کر‎ (с 

(d‏ مختصات مرکز آن )0,0( و از نقطة (4-,3-) بگذرد. 

€ «حتصات مر کر آن 9٣‏ مدا کات ۷ 
2 - نخست OUS‏ دهید که معادلات داده شدۂ زیر معادله‌های opla‏ می‌باشند بعد LS‏ 
وضعية مر کز و طول شعاع هریک از WOT‏ را دریایید. 


х? ку? +12: -10y 20 5x? +5у? +14x+12y =0 
х? +у2-6х+4у+13=0 Зх? +3у? -2x+4y-1=0 
а(х? + у?) +20х +2#у+с=0 


A 


LT‏ می توانید بگویید که خط مستقیم 


4y +20 =0‏ -3دایرة 25 = х? +y‏ 
را در چند نقطه قطع می کند؟ / 


doles‏ دایرۂ 0 by + ٥‏ + جو + ر + x?‏ را در نظر می گیریم. حالات یک خط مستقیم 

را با دایرۂ مذ کور مورد مطالعه قرار می‌دهیم که UT‏ خط مستقیم. plo‏ 0 را در دو نقطه قطع 

می کند» خط با دایره مماس می‌باشد و یا این که خط مستقیم. دایرہ را هیچ قطع نمی کند. 

قیمت و یال[ را از olea‏ خط مستقیم به دست آورده» در plo Dalea‏ 9 وضع می نماییم در 

این صورت alas‏ درجه دوم یک مجهوله به دست می آید. 

1 اگر در این doles‏ 0 > 426 - ”تا = ۸ باشد خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع 

ga‏ کند. 

2 گر A = b^ —4ас=0‏ باشد خط مستقیم با دایره مماس می‌باشد. 

А = b^ – 4ac <0 KIRG‏ باشد خط مستقیم دایره را قطع نمی کند. 

مثال1: UT‏ خط مستقیم 2х=у+7‏ دایرۂ 0= 12+ 8-2 - +y’‏ ”× را قطع 

حل: از Soles‏ خط مستقیم у=2х—7‏ قیمت y‏ را در Хоа‏ دایرہ وضع می کنیم. 

x? + (2x 7) 8x – 2(2х —7)+12=0 

5х? –40х+75=0 
x” 8х +15=0 L 

А «b? - 4ас = (8)? – 4:15 =64-60=4>0 


پس خط مستقیم دایرہ را در دو نقطه قطع می کند که کمیات وضعية نقاط تقاطع عبارت اند از: 


@ 


_ —b+7b? —4ac 2 8+4 
2а 2) 


X,=5, x,=3 


x 


برای یافتن قیمت قیمت‌های 5 = x,‏ و 3= رادر als‏ خط مستقیم وضع می کنیم 
داریم کە: 
s‏ ار 
y, =2x,-7=2:3—7=-1‏ 
پس این خط مستقیم دایرہ را در نقاط (1-,3)و (5,3)قطع می کند. 
مثال2: VT‏ خط مستقیم x+3y-5=0‏ با دایرۂ 0> 4-5 + 2 - y!‏ + ”× مماس 
می‌باشد یا خیر؟ 
حل: از doles‏ خط مستقیم ۳ ۰ قیمت ۲ را در iala‏ دایرہ وضع می کنیم. 


(S—-3y) + y? -2(5-3y)-4y - 5 - 0 

1-0+بر2- ”ر 

A= )-2( - 4:170,‏ پس این خط مستقیم با دایره مماس می‌باشد. کمیات وضعية نقطة 
2+0 

у= == 


2 
x=5-3-1=2 


1 


پس خط مستقیم در ab‏ )2,1( با e pla‏ مماس می‌باشد. 


VT‏ خط مستقیم 0 =1+ ر - × بادایرۂ 0 - 5- ”+ x^‏ مماس است؟ یا دایرہ را در دو 
نقطه قطع می کند؟ و یا این که دایرہ را هیچ قطع نمی کند؟ 


ہم 


doles LT‏ خطی را دریافت کردہ 
می توانید که در P(-3,-2) А‏ با دایرہ 
٦‏ ۶ مماس باشد؟ 


اگر یک خط مستقیم با دایره‌یی که مرکز آن С(Л,К)‏ و در نقطه ۷۷ ) fe‏ با دایره 


مماس باشد» پس میل شعاع مساوی است به: 


К-у 
داریم کە:‎ у-у =т(х-х) نظر به معادلة خط مستقيم‎ 
E 
on سے‎ hon ln er e ES eed 
JE 0 صورت‎ OT واگر مر کز دایرہ در مبدأی کمیات وضعيۂ واقع باشد در‎ 


alus‏ مماس این شکل را به خود می گیرد. 


X 
yy xx کے‎ ту پا‎ узу == үү) 
1 


چون ?= x. +y,‏ می‌باشد» پس doles УУ + ХХ, = г?‏ مماس می‌باشد. 


e 


مثال doles d,‏ خط مستقیمی را دریابید که 
در نقطه (3,4) با دایرہ 25 = ”ل + x?‏ مماس 


P(3,4) 
باشد.‎ 
diu جوم ےو‎ 
x 
у:4+х:3= 25 واقع می‌باشد.‎ 425 
3х+4у=25 عبارت از‎ ples Jale پس‎ 


v,‏ 0= 25- 4۷+ ×3 می‌باشد. 


مثال2: Moles‏ خط مستقیمی‌را دریابید که در نقطه P(3,5)‏ با دایره‌یی که م رکز (L2) oT‏ 
است مماس باشد. 


2x +3у= 21 
2х +3у-21=0 یا:‎ 


طول مماس 

اگر از Р, ),,۷,( daz‏ کے در خارج از دایره ۲= (x В)? +(у—К)*‏ واقع باشد. 

مماس PT‏ این دایرہ مثل شکل رسم شود و dled‏ تماس (T)‏ را به م رکز دایرہ (С)‏ وصل 
L]‏ 


(P, C) = (P, T? + (CT)? 


(P, T =(P, OY (CT) یا:‎ 


از طرف (P, ox = (x, -h) +0 -ky etg‏ و 0( می باشدء پس طول مماس 
مساوی است BT = (xh) +00) =r? се‏ 


T 


به یاد داشته باشید برای یافتن طول فاصله از یک kä‏ خارج دایرہ به امتداد مماس کفایت 
می کند که قیمت‌های X‏ و نقطه را در Dalas‏ دایرہ وضع کنیم. 

مشال3: طول مماس را از ië‏ )5,10—( بر دایره 0 = 10- 127+ 14+ 5x? +5у?‏ 
دریابید. 


حل: Soles‏ را به عدد 5 داریم که 0 = 2 ха y-‏ تہ 


3 = 24-2 +14- (10) + (5-)/+ طول مماس 


فعالیت 
طول مماس را که از 42 P(—2,2)‏ پر x? - y? - 6+87 =0 ні‏ رسم شده باشد 


دریابید. 


با وضع کردن یک مجهول از элә‏ خط مستقیم در co plo Vales‏ یک Vales‏ یک مجهوله 
درجه دوم به دست می‌آید. اگر در این معادله 0 < А‏ باشد خط مستقیم دایرہ را در دو نقطه 
قطع می کند. اگر 0 = А‏ باشد خط مستقیم با دایره مماس و اگر 0 > ۸ خط مستقیم دایره 
را قطع نمی AS‏ 


doles‏ خط مستقیمی که در 43 ) ,7 و B (X‏ بر دایره‌یی که‌مر کر آن (A, k)‏ است مماس 
×-ط 
(х-х,)‏ = ات 
КЕБУ‏ 
ЕСИ Ds:‏ ما cx‏ رت 
„уу, + XX, =т?‏ باشد و طول مماس ИРТ‏ یک نقطه Р(х,у)‏ خارج دایرہ که رکز 
دایره (A, k)‏ باشد» مساوی است 14 


РТ = J(x -h)! + (y-ky! -r° 


“ — (Xx 


ee Í|‏ خطوط مستقیم را با دایره‌هایی که معادله‌های آن‌ها در ژر داده cji a‏ بررسی 


RES 
معادله‌های خطوط مستقیم معادله‌های دایرہ‎ 
х? فو‎ =4х=уу=%==@ Зх ۹۹۷۷۶ 
D(x +y2)—-3x+2y-6=0 x-y-1=0 
х +y پوے ر-‎ ۱4 - 0 5x-yzl 


2-معادلۂ خط مستقیم را دریابید که در 44 (3-,2) با دایرۂ 0= 3+ 4 +2 - x? y!‏ 
مماس اش 
3- طول مماس راکه از ikä‏ )55,4( به دایرة 131-0- 159+ Sy? -10x‏ + «5رسم 
شده دریابید. 
4 طول مماس را که از 4 (5-,2-) به دایرۂ 7 = 51- 8+ y!‏ ”× ترسیم شده 


باشد دریابید. 


Ё mi 


PG) 
$3 { Poo) 


UT‏ مساحت مثلثی را می توانید دریابید که 
(GUN o SR‏ 
باشند؟ | i‏ | 
O| A(x,,0) BGo,0) C(x;0)‏ 


RPS‏ و P,‏ رأس‌های مثلث باشد طوری که در شکل مشاهده می شود بالای محور 
КОРА IU‏ و ۴,8 را رسم نمایید. 
PEP ۷ ABP ee P BCP CEL‏ 
مساحت ذوزنقه =P, ACP,‏ 
چون می دانیم که مساحت ذوزنقه 
сс‏ 


А 1 1 
P,P, مساحت مثلث‎ = „(Р A|+P,B|) (АВ) +-—(Р,В|+[Р,С)(ВС) 


- (PA) +|JP,ch(Ac) 
= slo tyi, —X,)]+ slo +y,)(X, —x,)| -Ho +y,)(x, —x,)| 


1 
= — TXjyy,—-Xyy, -Xjy, t X;y, T X2Y2 – х,у; — رلاڈ - ولاو5ڈ‎ 
XY + XY + XY») 


1 
= subst -y3)* X5(Y4 - yo ых (у S Y3)] 
و (3,1)/) رأس‌های یک مثلث باشند مساحت این مثلث‎ B(5,-6) ‹ А(4,—5) مثال: اگر‎ 


@ 


x24 , y,=-5 و 2۵ و5 و‎ y,=-6 х,=3 у, =1 حل:‎ 


ABC مساحت مثلث‎ - kiQ. —y,)+ x, (y; ہر و-‎ x,(y, -y, )| 
۔‎ + ]4-6-1(+50+5(+3)-5+6([ 


LOCUS к= 
2 2 2 


П 
Роу P (ху که راس‌های ال‎ P p p n: s 277 


1 
2 —у,)+х„(у, —у,)+х,(у, —Yo)] وآباشند از فورمول‎ (X3: Y3) 
EM 


٭ در مستوی کمیات وضعیۀ نقاطی که بالای محور X‏ واقع اند مختصۂ у‏ آن‌ها صفر و نقاطی 
که بالای محور Y‏ قرار دارند مختصه X‏ آن‌ها صفر می‌باشند. 

o‏ فاصله بین دو نقطه Р(х,у)‏ و Q(x,,y,)‏ از فورمول 

а= (х, -x, +(у,—у,)”‏ به دست می آید. 

e‏ کمیات р ied‏ قطعه خط P)‏ ۶۶+ می‌کنده عبارت اند از: 
IX, +X, _ Ty: ty,‏ 


= ×وکمیات وضعیۂ daz‏ وسطی خط P P,‏ عبارت اند از: 
1+7۴ 1+7۴ 


aS, را داخلاً‎ PP, قطعه حط‎ p پرمی‌باشد. اگر نقطة‎ и р угу; 
7 2 


Sot sts EL وا در‎ 5 m 
می‌گذرد از فورمول‎ Р, (235, y;) sP, (% , y, ) میل یک خط مستقیم که از دو نقطه‎ ° 
у лш УШУ Ma 


X,—X, X TX, 


میل محور X‏ و خطوطی که با محور А‏ موازی باشند. صفر و میل محور ‏ و خطوطی که 
موازی با محور Y‏ باشند تعریف نشده است. اگر Аз)‏ میل یک خط مستقیم حاده باشد Ше‏ 
ОТ‏ مثبت و اگر منفرجه باشد میل OT‏ منفی می‌باشد. 

٭ معادلة خط مستقیم که ميل و L z‏ تقاطع OT‏ با محور y‏ معلوم باشد عبارت از 
y=mx+b‏ می‌باشد. 

Joles‏ خط مستقیم که میل و یک ОТ lam‏ معلوم باشد ( у = m(x — X,‏ نز است. 
i dale‏ خط مسستقیمی که دو نقطة OT‏ معلوم باشد t y-y = 22-1 (y x)‏ 


2 1 


= معادلة > a j‏ که تقا Eo‏ ها تا 
де к чыз‏ | مستقیمی که تقاطع ان بامحورها معلوم ب 


x —‏ 
= جرد می‌باشد. 


а 
عمومی‎ ales و‎ 0 + 8100 — p = 0 معادلة نورمال یک خط مستقیم عبارت از‎ e 


یک خط مستقیم عبارت از 0 = 6 + aX + by‏ می‌باشد. 

d = хсоѕ0 + ysin0 - P از یک خط مستقیم از فورمول‎ Р(х,у) 45 dob e 
lax, by, «d | 

= 

tya’ +b 

x £y zr در مبدأی کمیات وضعیه واقع باشد عبارت از‎ OT معادلۀ دایره‌یی که م رکز‎ o 

اگر مرکز OT‏ در مبدأی کمیات وضعیه واقع نباشد و کمیات وضعيه مر کز دایرہ (h,k)‏ باشد 

(x - (2+) -kY =r? آن‎ Sole 

0د +280 + x +y 42gx‏ و ا X +y +ax+by+c=0‏ می‌باشد. 

٭با وضع کردن یک مجهول از doles‏ خط مستقیم در معادلة co palo‏ یک alee‏ یک 

مجهوله درجه دوم به دست می آید. اگر در این معادله ۷0 < ۸ باشد خط مستقیم دایره را 

در دو نقطه قطع می کند؛ اگر 0 = ۸ باشد خط با دایرۂ مماس و اگر 0> ۸ خط دایره را 

doles ө‏ خط مستقیمی که در 45 7٣ ies (х,у)‏ که مر کر آن (h,k)‏ اس ت 


h-x 
йере )× - ×, ( مماس باشد عبارت است از:‎ 
k-y, 


اگر م رکز دایرہ در مبدأی کمیات وضعیه باشد معادلة مماس yy, +XX, = XI + yp‏ یا 
yy, + ×× = r?‏ می‌باشد و طول مماس PT‏ از یک 45 Р(х,у)‏ خارج دایرہ که 
(i, as Se‏ ار ppc CN Тол S‏ 

وس اجک و Coal P x ОСА 5 TE‏ سار 


1 - ۱ 
2 5 —y,)+x,(y, -y,)+x,(y, —y,)] باشند از فورمول‎ Р, (x;,ys) 
دست می‌آید.‎ 


1 فاصله بین هر جورہ نقاط داده شدۂ زیر را دریابید و نیز کمیات وضعیۂ نقاط تنصیف 
خط‌هایی را که از این دو نقطه ۸ و8 می گذردہ دریابید. 
A(3,1) ° В(—2,—4) Й A(-8,3) Й B(2,-1)‏ 


ACA5,—) , BC345,5) 
رأس‌های یک مثلث قایم‌الزاویه باشدو‎ С(Л,—2) و‎ В(0,2) «4(43,-1) 2۔اگر‎ 


ОО м 
В(5,6) را طوری دریابید که خطی را که از نقاط (4)1,4 و‎ p ded -کمیات وضعية‎ 3 
و محور ¥ را در 3 قطع کند.‎ )-2( OF خط مستقیمی را دریابید که میل‎ sl 4 
J. ма се е 
مساوی است به:‎ Y میل محور‎ -6 

a) -1 b)1 c)0 تعریف نشده است(4‎ 


А 2 ۱‏ 
مساوی است به: 


3— 3 2 7 
Ps 2 qe‏ = 
و 5 3-) 3 а‏ 
8 - میل خطوط مستقیمی را دریابید که از هر جوره نقاط osla‏ شدۂ زیر می گذرد. 

(—2,4) СЯ! 1) (3,—2) 29 (2,7) (4,6) 3(4,8) 


9 - خطوط مستقیم 4х-у+2=0‏ و 12х-3у+1=0‏ باهم: 

نه موازی اند و نه عمود لت مود اند b‏ موازی اند a)‏ 
10 - فاصلة بين خط مستقيم 0= 3x-4y+3‏ و خط مستقیم 0= 3x-4y+7‏ را 
دریابید. 


© 


11 معادله خط مستقیمی را دریابید کے از 5 (4,7-) می گذرد وبا خط مستقیم 
2x—7y+4=0‏ موازی ASL‏ 
12 فاصلۂ 425 P(6,—1)‏ از خط مستقیم 6x—4y+9=0‏ را دریابید. 


PP з ees 3‏ را که از تقاط PQ)‏ 
و 889 i Eus‏ جح کت 


14 معادله‌های خطوط مستقیم زیر را به شکل نورمال OT‏ تبدیل AS‏ 


2x+5y—2=0 2x—3y+6=0 
میل خط مستقیمی که از نقاط )4,0( و (4,0-) می گذرد مساوی است به:‎ 15 
a) 1 b) -1 cO d) تعریف نشده‎ 


ill- 6‏ خط مستقیمی را دریابید که طول نورمال OT‏ 10 واحد بوده و نورمال با جهت 
مثبت محور X‏ زاویه ?30 بسازد. 
7 - مساحت مثلشی را دریابید که cle ply‏ مثلث )4(2,3 В(—11)‹‏ و C(4,-5)‏ 
00 
18 مساحت مثلثی که رأس‌های B(2,-3) « А(1,4) oT‏ و Sb C(3,-10)‏ مساوی 
است بە: 

هیچکدام )0 00( a)l b)2‏ 
19 - کمیات iads‏ نقاط تقاطع خط مستقیم 6 = 2 + × با دایره 
x? +y? - 2-27-39 = 0‏ را دریایید. 
als - 0‏ دایره‌یی را بنویسید که از نقاط (4)1,1 В(2,—1),‏ و C(3,-2)‏ 
ae‏ 
21 معادله دایرہ یی را بنویسید که از bbs‏ (1-,4)3» (8)0,1 می گذرد و مر کز OT‏ به 
روی خط 320- پر3 - 4 واقع باشد. 
2 ات وضعية مركز و طول شعاع دایره‌یبی را دریایید کے معادلۀ oT‏ 


4x? +4у - 8 -12y - 25 -0‏ باشد. 


23 معادلة دایره‌یی را دریابید که از نقاط (4)4,1 و В(6,5)‏ بگذرد و م رکز آن روی خط 
4x+y-16=0‏ واقع باشد. 
4 اگر رأس‌های یک مثلث (6-,4)5. (3,5-)8 و С(—1,2)‏ باشند این مثلث: 
مختلف الاضلاع می‌باشد C)‏ متساوی‌الساقین می‌باشد b)‏ متساوی الاضلاع می‌باشد(3 
5-اگر مختصات رأس‌های یک مثلث به ترتیب )5,4( (4,10)و )7,8( باشد این 
erra‏ 

مختلف الاضلاع می‌باشد C)‏ متساوی‌الساقین می‌باشد b)‏ متساوی الاضلاع می‌باشد(3 
6 - اگر til О(2,—1) ,P(-84)‏ مختصات نقطه A‏ را دریابید که اگر k= A abs‏ 
0 را داخلاً و خارجابه نسبت ш É‏ 


bls blä- 27‏ خط مستقیم 170+( -۴ با دایره‌یی 5 = x^ + y‏ را دریابید. 
0 - اکر خط مستقیم 0 = 5 - لج + × پر دایره 0 - 41 +2 - X^ ту‏ مماس باشد 
قیمت 8 را دریابید. 
29 معادلۓۂ دایره‌یی را که از نقاط )0,0( و )2,0( می گذرد وبا خط у-1=0‏ مماس 
باشد عبارت است از: 
а) xi-y!l-4x-0 b) x/«-y!-2x-0 с) x - y! +26 =0‏ 
30 - دایره‌یی که x^ +у? - 6+ Ay +14 20 OT Doles‏ باشد. 
موهومی است C)‏ نقطوی است Б)‏ حقیقی است(2 

31 دایره‌یی که معادلة x^ + y^ + 2× - Ay + 5 = 0 oT‏ باشد. 

حقیقی c)—‏ نقطوی است b)‏ موهومی است (2 
2 -فاصلة بين نقاط (3-,4)4 و В(—2,—5)‏ و نیز کمیات وضعية نقطه تنصیف خط 
مستقیم АВ‏ را دریابید. 
3 -اگر رأس‌های یک مثلث (6,3-)۰۸ B(3,-5)‏ و (1,5-)) باشد نشان دهید که 
این مثلث قایم‌الزاویه می باشد. 
4 -نشان دهید که C(0.b) ۰8)0,0( ‹ А(0,0)‏ و cla ply D(a,b)‏ یک مستطیل 


© 


5- نشان دهید که نقاط B(62) (AGI)‏ و C(9,3)‏ روی یک خط مستقیم واقع 
اند. 

6 - معادله‌های خطوط مستقیمی را دریابید که از هر جوره نقاط داده شده زیر 

es‏ کر 


(5,6) 1,2) (3,5) (8,15) 
(—1,—3) (2,—1) | (—2,—1) (3,—4) 
(0.3) (5,0) (0. (2,0) 


illu- 37‏ خط مستقیم که از نقاط )5,8( و )71,10( می گذرد عبارت است از: 


а وہہ = ر‎ 
Ь у=-2+92 
] 29 

СЕ Еи 


“Ç 


شکل مقابل را در نظر بگیرید. آیا می توانید 
مس ات زیر منحنی دادہ ا را محاسبه 
SES‏ 

= 9899998 مساحت زير او 


منحنی مساوی به چیست؟ 


فعالیت 


جدول کثرت زیر را در نظر بگیرید: 


Xi مر کر دسته‌ها‎ Jf eas 


3 


6 
1 
4 


مرکز هر دسته را به عنوان مختصه اول و کثرت OT Р y‏ را به عنوان مختصۂ دوم در نظر 
گرفته به صورت جوره‌های مرتب بنویسید. 

موقعیت این جوره‌های مرتب را در یک سیستم کمیات وضعية قایم مشخص AS‏ 

نقاطی که از این جوره‌های مرتب در مستوی حاصل می‌شود با هم وصل کنید. 
LT‏ می‌توانید مساحت زير این گراف را محاسبه کنید؟ 

به دو سر گراف نقاط (8.5,0) و (38.5,0) را روی محور X‏ علاوه نمایید» گراف حاصل 
شده را با گراف مستطیلی جدول کثرت داده شده یک‌جا رسم کنید و مساحت مستطیل‌ها را 


© 


> X 


IS 
14.5 
175 
20/5 


دسته‌ها 


10-3 
13-16 
16-19 
19-22 


در گراف چند ضلعی. م رکز هر دسته روی محور افقی و کثرت مطلق یا کثرت نسبی هر یک 
از دسته‌ها روی محور عمودی OUS‏ داده می‌شود. در مقابل با م رکز هر دسته و کثرت OT‏ 
یک نقطه در مستوی مشخص می گردد که عرض OT‏ مر کز دسته و طول ply OT‏ با کثرت 
OF‏ دسته است. به تعداد دسته‌های جدول در مستوی سیستم مختصات نقطه به وجود می آید. 
اگر به نقاط مذ کور دو نقطة اختیاری دیگر )76,0 د) و )6,0 (x,‏ را در اول و آخر 
دسته‌ها اضافه کنیمء طوری که C‏ وسعت هر صنف (سرحد بالای منفی سرحد پایینی صنف) 
است از Jl‏ این نقاط به یک‌دیگ یک گراف حاصل می‌شود که ОТ‏ را گراف چند 
ضلعی کرت می‌نامند. 

مثال: گراف‌های مستطیلی (هست وگرام) و چند ضلعی tus‏ (12208)جدول زیر رارسم S‏ 


چون می‌دانیم که وسعت دسته‌ها 5 c‏ است. بنابراین برای به دست آوردن نقاط اختیاری 


داریم: 
(x, —5,0) = (13.5—5,0) = (8.5,0)‏ 
(x, +5,0) = (33.54 5,0) = (38.5,0)‏ 
با علاوه نمودن نقاط )8.5,0( و (38.5,0) گراف را ترسیم می کنیم. f‏ 
1 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
Xi‏ 
fcc >‏ 
сл 2‏ ما сл сл сл‏ 
گراف te‏ ضلعی کثرت 


نمایش گراف مستطیلی و چند ضلعی کثرت با هم: 


PNW BUA оо 


از گراف بالا دیدہ می شود که: 

- هر یک از رأس‌های te GIS‏ ضلعی کثرت در نقاط مابینی ضلع بالایی یک مستطیل 
مربوط به جدول کرت مورد مطالعه قرار دارد. 

- مساحت سطح زیر گراف چند ضلعی کثرت و مساحت گراف مستطیلی با هم برابر است. 


- گراف چند ضلعی کثرت نسبی بیش تر برای دیتا (data)‏ پیوسته یا متصل به کار می رود 


اندازۂ قد 24 نفر شاگرد صنف نهم و دهم (برحسب سانتی متر)قرار زیر داده شده است: 


138 107 136 128 148 118 
142 129 IS 123 7 
121 128 122 144 126 135 
وا‎ % My دوا‎ 1 0 


برای (data) ceo‏ فوق dye EX‏ کثرت تنظیم نموده» دیتا(012) را در شش دسته» 
دسته‌بندی کنید. برای نمایش این (даба) шэ‏ نوع گراف مناسب است؟ گراف چند 


ضلعی OAS‏ را رسم کنید. 


ما در دنیای از اعداد زنده گی می eS‏ 
هرشخص به عنوان عضوی از inser‏ کشور 
خود. یک شمارة مخصوصی به خود 

دارد که به اندازۂ دیگرمشخصاتش مهم 
است؛ LT‏ گفته می‌توانید OF‏ شماره چیست؟ 


LT‏ شما هم شماره خود را می دانید؟ 


فعالیت 


اندازۂ قد 20 نوزاد که به طور تصادفی (برحسب سانتی متر) انتخاب گردیده در جدول 
زیر داده شده است: 


45 46 47 43 49 40 42 46 45 43 
43 43 48 49 47 49 48 49 47 45 


دیتای (088)بالا را از کوچک به بز رگ مرتب کنید. 
obs =‏ می‌شود که در تمام این اعداد رقم 4 مشت رک است. می‌توان این ارقام را به صورت 
S‏ — 
)0,2,3,3,3,3,5,5,5,6,6,7,7,7,8,8,9,9,9,9( + 40 
ارقام 0 الی 9 هر یک چند مرتبه تکرار شده است؟ 
- ارقام بالا را به شکل زیر می‌نویسیم: 


о о лох ч шо و‎ © 
NO © у с tA W 
لګ‎ 


»گر شکل اعداد بالا را به )431 90 درجه به طرف چپ دوران دهید» این شکل مشابه به 
کدام نوع گراف است؟ 


دیتا(212) به طور معمول به صورت اعداد می‌باشد. از این اعداد طوری که در فعالیت بالا 
مشاهده گردید می‌توان گرافی را تشکیل داد که این گراف را به نام گراف ëL,‏ و ب رگ یاد 
می‌کنند. گراین گراف رابه زاویۀ 90 به طرف چپ دوران دهیم گراف میله یی تشکیل می گردد. 
به طور نمونه اگر (data) s‏ بین صفر الی 100 قرار داشته باشند» می‌توان مقدار مانند 37 
را به ile‏ 3 9 برگ 7 تقسیم کرد. 

گراف ساقه و ب رگ برای (data) шә‏ که تفاوت کو چکترین وبزر گترین دیتا (data)‏ از نظر 
تعداد رقم‌ها اند ک aL‏ مناسب است. 

مثال 1: در یک کتاب‌فروشی از 0 نوع کتاب که تعداد هر کدام در جدول زیر تذ کر داده 
شده است موجود است. گراف ساقه و ب رگ را برای این (data) шэ‏ ترسیم ЫЎ‏ 


10 11 IS ? 5 20 Ж 5% 082858 
40 1 44 45 46 46 52 5 58 65 


حل: واضح است که ارقام اول طرف چپ دیتا (Data)‏ اعداد 35.4,3,2,1 و 6 هستند که این 
مقادیر را برای ساقه در نظر می گیریم؛ اما دیتای مربوط به هر شاخه را در جلو OF‏ می‌نویسیم که 


گراف به صورت زیر حاصل می‌شود: 


رگا 0 | ساقه 
Psp qe‏ 
9 9 8 3/8 
6 6 5 4 1 410 
ep‏ ماه 
6|5 
اگر ,= کتاب را به اندازۂ 90 (خلاف حر کت i де‏ ساعت) دوران دھیم گراف 


به شکل گراف gale‏ تبدیل می شود که می توان به صورت زیر نوشت: 


iim 


N U + л oc‏ مم 
н E л Су б‏ اط 


m tA‏ یىی ]نم 
NIU мм CO‏ 
ها GO: OO WO‏ | دیا 
CO‏ جہ نہ 


مثال2: در یک امتحان ریاضی نتایج زیر از شاگردان یک صنف به دست آمده 
است. گراف ساقه و ب رگ را برای این دیتا ترسیم نمایید. 


25 45 46 50 50 50 55 55 55 55 
55 57 58 58 60 60 62 65 67 72 


حل: در اینجا برای تشکیل ساقه‌ها از رقم ده‌ها و برای تشکیل برگ‌ها از رقم یک‌ها 
استفادہ می کنیم: 


ud Ot BR oU pH 


l2 © © U 


توجه: به خاطر نمایش گراف ساقه و эде Fy‏ 8.3 را به صورت 083 عدد 11.2 را به 
صورت 112 و12 عدد را به صورت 120 می‌نويسیم. 


- 


در کل bee‏ ان جامعه از مردم را 
نظر به طول قدشان به چهار حصۀ مساوی 
تقسیم نمایید هر OT iam‏ نماینده گی از چه 


شکل مقابل مستطیلی است که توسط خطوط Q, «О,‏ و Q,‏ به چھارحصۂ مساوی تقسیم 
سل ه ااست. 

چند فی‌صد از مساحت مستطیل زیر خط Q,‏ و چند 
فی‌صد مساحت آن بالای خط Q,‏ قرار دارد؟ 

چند فی صد از مساحت مستطیل زیر خط Q,‏ و چند 
فی صد بالای خط Q,‏ قرار دارد؟ 

چند فی‌صد مساحت مستطیل زیر خط ,2) و چند 
فی صد بالای خط О,‏ قرار دارد؟ 


اعدادی که دیتای (data)‏ تب را به چهار قسمت مساوی تقسیم می کنند آن‌ها را چا رک‌های 
اول» دوم و سوم می نامند و با ,002,0۵ و Q,‏ نشان می‌دهند. 

چا رک اول» مقداری است که 25% دیتای (0212)جامعه Fowl‏ از آن و 75% بالاتر از 
oT‏ قرار می گیرند. 

چا رک دوم» مقداری است که 50% (с>‏ (0212)جامعه پایین‌تر از ОТ‏ و 50% دیتا 
(data)‏ بالاتر از OT‏ قرار می گيرند. 

چا رک سوم؛ مقداری است که 75960 دیتای (data)‏ جامعه پایین‌تر از OT‏ و 25% Б>‏ 
(data)‏ بالاتر از آن واقع می شوند. 


اگر a ly (data) ш»‏ صورت صعودی مرتب کنیم SL,‏ دیتا (data)‏ مساوی به О,‏ و tle‏ 
А5‏ اول (data) tus‏ مساوی به О,‏ و dle‏ نيمة دوم (data) o‏ مساوی 4 Q,‏ است. 
در وقت محاسبۂ چا ک‌هاء مراحل زیر را در نظر بگیرید: 
(datades •‏ را به طور صعودی مرتب کنید. 
ٍ0۰ شماره‌گذاری Pes‏ 
° محل P‏ ام )1,2,3= P‏ ) را با استفاده از رابطة زیر به دست می آید: 

P.n 


= — 
“< ۷ 


C 
مقدار چارک را تعیین نمایید.‎ ES با استفاده از محل چا‎ ۰ 
یا مشاهدات به دست آمده قرار زیر داده شده است:‎ (data) مثال: فرض کنید دیتای‎ 
90 85 80 120 100 0 
محل چا رک اول وسوم را محاسبه کنید.‎ - 
مقادیر چا رک اول و سوم را به دست آورید.‎ - 
1 2 3 4 5 6 : شماره دیتا‎ 
80 85 90 100 120 140 دیتا:‎ 
محل چارک اول و سوم عبارت است از:‎ 


مقدار چا ر ک‌های اول و سوم عبارت اند از: 
0۔ Q, =85 Q,‏ 


فرض کد دیتای (data)‏ ہے دست آآمدہ فرار زیر داده شده باشند: 
85 140 160 120 80 90 100 
e‏ چا رک اول و سوم را به دست آورید. 
ingen Hes ee‏ 
ө‏ اعداد بعد از میانه را به دست آورید. 


از چهار کنج یک تخته کاغذء چهار مربع 

کوچک که هر ضلع OT‏ 5 سانتی متر طول 
دارد جدا کنید و این بریده گی‌ها را به طرف 
OE YL‏ کت شکلی که به دست 


می آید مشابه به چیست؟ 


تعداد مریضانی که در یك شفاخانه در طی 17 روز مراجعه نموده‌اند» قرار زیر ثبت شده 
اند: 
24 17 16 27 14 23 15 10 11 
19 26 23 18 31 31 13 28 
میانه را پیدا کنید. 


ЕИ CEN 
"8 ماه را بت‎ ٦ 

сы‏ که در مه نها از ماه هار ار راد 
برای این اعداد میانه را دریافت AES‏ 

چارک دوم یا Q,‏ به کدام эде‏ مطابقت می کند؟ 


گراف صندوقچه‌یی (گراف جعبه‌یی): گراف تصویری است که پراکنده گی bas‏ 

Data)‏ را نسبت به گراف‌های دیگر بهتر نشان می‌دهد. این گراف» دیتای (Data)‏ را بر 
الف) کم‌ترین دیتا ب) چارک اول 

گراف صندوقچه‌یی نشان دھندۂ چارک‌ها» حداقل و حداکثر دیتا است. 


@ 


بیشترین مقدار О, md=Q, О,‏ کت مقدار 
مراحل OS L‏ صندوقچه‌یی را می توان به طور زیر شرح داد: 
الف) کرو سیک ری دنا pata ys a es amy (pata‏ را سل mus‏ 
(z‏ میانه را پیدا کنید. 5( چارک اول را دریافت کنید. 
СА‏ چا رک سوم را پیدا کنید و) گراف را رسم AS‏ 


مثال: اگر تعداد تصادفات ترافیکی یک شهر طی 15 روز قرار زیر داده شده ASL‏ گراف 
صندوقچه‌یی OT‏ را رسم کنید. 

12 10 15 25 14 27 16 4 

41 43 32 18 25 STO 


حل: دیتای (Data)‏ فوق را مرتب می کنیم. 


IO 12 ۲ 15 16 1S8 19 23 ده‎ 27 3] 5 


بنابر این: 
کم‌ترین دیتا = 10 y‏ دیتا- 43 
dle‏ = 23 چا رک اول = ,0 = 15 


چا رک سوم = 32=Q,‏ 


چا رک تو چا رک اول 
بیشترین M EE‏ < 
س | a‏ 
a‏ | ^ | . 
43 32 23 15 10 


گراف بالا گراف صندوقچه‌یی است که 5096 دیتا (Data)‏ در داخل صندوق (بین چا رک 
اول و سوم) قرار دارد. 25% (Data) lus‏ در بین 10 eel‏ 15 و 25% (Data) lus‏ بین 


ч 
کے‎ “ҸӘ 


شاخص‌های مر کزی را به دست بیاوریم؟ 


mod=? 


med=? 


х=? 


منحنی ہی که در زیر مشاهده می کنید از جمله منحنی‌های معروف در as Lal‏ است که اکثر 
پدیده‌های طبیعی را می‌توان توسط OT‏ نمایش داد این منحنی یک منحنی متناظر و مشابه به 


LT‏ موقعیت شاخص‌های مرکزی (اوسط» میانه و مود) را در این منحنی می توانید مشخص 
کک 


فعالیت 


S8 3 col 727‏ 
GT‏ بالا بودن اوسط نمرات OUS‏ دھندۂ وضع خوب صنف است؟ 


- برای آن که وضع صنف را بتوانیم خوب ارزیایی کنیم tb‏ نصف صنف نمرۂ خوب اخذ 
LLS‏ 


OT‏ نمره» چه نمره‌یی است ых‏ نصف شاک دان صنف از OT‏ بیش تر است؟ 
اگر میانه خیلی از اوسط کوچک‌تر باشد تعبیر OT‏ چیست؟ 
کر از اوسط اشد تل آن چست؟ 


از مفاهیم فعالیت بالا و متناظر بودن منحنی نارمل نتیجه می شود که موقعیت میانه و اوسط در 
OT‏ نیز؛ برابر اوسط و میانه است. یعنی: 


X= mod = md 


اگر منحنی نارمل متناظر نباشد در این صورت داریم که: 


(а) 


mod теа X X med mod 


mod « med « x x « med « mod 
که قبل و بعد از اوسط و میانه قرار‎ (Data) „> -اگر اوسط و میانه مساوی باشند» تعداد‎ 
دارند مساوی می‌باشند.‎ 
که در سمت راست اوسط‎ (Data) اگر اوسط در سمت چپ میانه واقع باشد» تعداد دیتایی‎ 
اند که در سمت چپ اوسط قرار دارند؛ مانند شکل‎ (Data) „э قرار دارند بیشتر از تعداد‎ 
که در سمت راست‎ (Data) „шэ اگر اوسط در سمت راست میانه واقع باشد تعداد‎ (a) 
اند که در سمت چپ اوسط قرار گرفته‌اند.‎ (Data) اوسط قرار دارند؛ کمتر از تعداد دیتایی‎ 


(b) شکل‎ шь 


مثال: در گراف زیر اوسط و میانه را دریافت کنید. 


= 


Двд _ 9) _ 


med =—— 4.5‏ 2 مانه 
i 2 2‏ 
Яе = а-1+а:2 +а:3 +а:4+а:5 +0۰6 +۰8‏ 
و و == 
а+а+а+а+а+а+а+а‏ 
= 
8a‏ 
مثال: در گراف زیر محل تقریبی مود tly‏ بدون محاسبه مشخص ry led‏ 
حل 
1 


«X‏ — سه 


1 - با توجه به گراف صندوقچه‌یی» سژال‌های زیر را جواب دهید: 


سل ° 


| | | | \ | 


| 
MEE EE M EL ЕС ١٣ 


эс‏ گراف dle VL‏ چند است؟ 

• چارک اول در این эде (Data) tuo‏ 8 است. این عدد OUS‏ دھندۂ چیست؟ 

° ربع سوم (چا رک سوم) چند است؟ این عدد OU‏ دھندۂ چیست؟ 

° موجودیت ua‏ در سمت چپ صندوق. OUS‏ دهنده چیست؟ 

° بلندتر بودن ترادی سمت چپ نسبت به ترادف سمت راست OUS‏ دھندۂ چیست؟ 


2 - سن بازی OUS‏ تیم ملی فوتبال یک کشور به شرح زیر است: 


25 24 26 ID لت‎ 18 23 Va ZA 26 
25 7 2 29 975 25 33 21 26 


کدام نتیجه گیری زیر درست است؟ 

e‏ تعداد بازی کنانی که سن WOT‏ بالاتر از اوسط است بیش تر است. 

e‏ تعداد بازی کنانی که سن آن‌ها بالاتر از میانه است بیش تر است. 

٭ تعداد بازی کنانی که سن آن‌ها کم تر از اوسط انست بیش نر است. 

e‏ تعداد بازی کنانی که سن آن‌ها بیشتر از اوسط است با تعداد بازی US‏ که سن آن‌ها کم‌تر 
از اوسط است برابر است. 


1 


Стан ИШЕН ЕЕ LL. یں کے‎ M 
می تواند تعبیر‎ (Data) ш> تحول‎ iL. 


فعالیت 


تعداد بازدید کننده DIS‏ از یک موزیم در 12 روز کاری قرار آتی است: 
٩‏ وا نا تا GUSTO‏ ۳۲ 

ساحةً تحول این (Data) lus‏ ۳ دریافت نا 

دیتایی (Data)‏ بالا در حالت عموم بین کدام دو عدد پراکندہ شده است؟ 

یک چهارم dem‏ دیتا Data)‏ را از بالا و پایین حذف کنید و بعد ساحة تحول دیتایی 
(38(])باقیماندہ را دریافت AS‏ 

این دو ساح تحول به دست آمده را باهم مقایسه نمایید» کدام‌یک پرا کنده گی بیشتر را 

SL‏ تحول در بعضی مواقع به علت موجودیت دو مقدار خیلی کوچک و خیلی بز رگ 
در جامعه ممکن است. تعبیرهای نامناسب از جامعه را ارائه کند» بنابراین در این مواقع از 
شاخص دیگری به نام انحراف چارک‌ها که dole АЙ уз‏ تحول جامعه را بهتر مشخص نماید 
استفاده می نماییم. 

اگر Q‏ و Q;‏ به ترتیب چا رک اول و سوم مجموعه‌یی از دیتا (Data)‏ باشند انحراف 
چارک‌ها را به (Q)‏ نمایش داده و قرار زیر تعریف می کنند: 

۷ - ۵ د0 
انحراف چارک‌ها» یکی از شاخص‌های OUS‏ دهنده پرا کنده گی (Data) ts‏ زیرا از 
روی تعریف چارک اول و سوم بر می آید که 50% جامعه در 420 Q, — Q,‏ قرار دارند. 
هر قدر این فاصله کوچک‌تر باشد» (Data) lus‏ جمع‌تر و به عبارت دیگر» پرا کنده گی 


© 


گاهی انحراف چارک‌ها را به صورت: 


نیز تعریف می کنند و OT‏ را نیم دامنه چا رک می‌نامند. 
مثال: انحراف چارک‌های اعداد زیر را به دست آورید: 
56 ۹ 22 ۹۶۷" 2 3 35° 
حل: نخست اعداد را به طور صعودی ترتیب می کنیم و شماره گذاری می نماییم: 
306 ور او للك 29 24025 023 22 222 20 
d 3 6 1 ТЕ ۵‏ 3 2 1 
Р.п‏ 


Q, 4 
3.11 


o, = S EET 
4 4 4 4 


پس از این جا: 30.75 = Q,‏ 


1 
2 
1 
2 


1 
+—= 
2 


7 +08777 


С +—=—+—= -——323 oUm 
— “4 3 A 2 a o A 


پس از اس کا 22.25 = О,‏ 


0=0, -0, 230.75-2225- 8.5 


AF 


اگر شما شنا را خوب بلد نباشید و بخواهید 
در یک حوضی که عمق OT‏ در بسیاری 
نقاط OT‏ یکسان نیست آب‌بازی نمایید. 
برای این که اطمینان حاصل کنید در وقت 
شنا در خطر نخواهید بود چه اطلاعاتی را 
لازم دارید؟ 


فعالیت 


Тераса ас‏ سا دک ال .2 عمی دا 
باشد: 
اوسط عمق این دو ساحه حوض را دریافت کنبد. 
مجموع مریع‌های انحراف‌های دو دیتا را به دست آورید. 
برای محاسبه واربانس دیتای X, (Data)‏ ورد ورد مراحل زیر را درنظر بگیرید: 
اوسط > (Data)‏ را دریافت اک یعنی: 
Ухі‏ 
EE‏ 


n 


SG DECK DIS s epe s 
i=l 
. ۳ 
تقسیم نمودہ 5 مساوی 822 نشان می دھیم؛‎ П مجموع فوق را بر تعداد اعضای مجموعه»‎ - 
یعنی:‎ 


ТЕ _ 4-8) +04 77 


S 
می‌کنند. واریانس عباوت از اوسط جذر مریم انحراف‌ها‎ ah در اين‌جا ?8 را به نم واریانس‎ 
А 
توجه: برخی اوقات برای محاسبه واریانس از فرمول زیر نیز استفاده می‌نمایند.‎ 
S? 1-1 -xX 


n n n n 
ies -xy D 3 —2x,x+x’) p. Pao x 
اک — = _ تا‎ 2 El 


6. 1=1 E i=l 
n n n n n 
п 2 2 п 2 
no ЖЕ 2 
— za رر‎ 5 < 2 7 ЕС 
11 11 11 11 11 


مثال: واریانس دیتای (data)‏ زیر را با استفاده از هر دو فرمول حساب کنید. 
9 7 6 5 1 


5 
> (хї—х)° 

الف) از فرمول шш‏ و 

5 
270 ane 

5 
_ (1-5.6) +(5— 5.6) + )6-5.6( + )7-5.6(” + (9 — 5.6)° 

5 


х= 5.6 


S? 


р, (—4.6)° + (0.6) + (0.4? + (1.4)? + (3.4)? 
5 


_21.16+0.36+0.16+1.96+11.56 35.2 = 7.04 


ب) از فرمول وہ 


2 2 2 2 2 
x CX کات بلاط‎ 59.192 


S с E – )5۰6( 238.4-31.36 = 7.04 


بادداشت: دیتای (data)‏ دسته‌بندی شده با مر S‏ دسته‌های رگ × > و با 


کثرت‌های f,‏ ,... رل fis‏ داده شده باشند» برای محاسبه واربانس بهتر است از فرمول زیر 
استفاده شود: 


مر تحت 


52 = 
N= esti 
i=l 


توجه: تعیین واحد واریانس مشکل است. طبق معمول کمیت مطلق (ابت) OT‏ را مورد 


€« 
ہے کے 
7 جذر واریانس و X‏ اوسط tye‏ باشند 


شکل مقابل توضیح چه نوع شاخص را بیان 
ےکا 


لے 
o‏ 
4> 


S و‎ S? واحد‎ LT فکر می کنید که‎ LoL Xj, X5,.., x, (Data) واربانس دیتای‎ S اگ‎ 

باهم تفاوت دارند؟ 

فرض LS‏ زمان تسلیم‌دهی کالاهایی که در یک inis‏ خاص به یک کارخانه فرمایش داده 

شده با شاخص‌هایی؛ مانند: انحراف» قیمت مطلق انحراف و مربع انحراف‌ها در جدول زیر 
Š‏ 


n شده است» طوری که:‎ osla 
ہے‎ _8+9+6+4+8 22 5 


5 5 یی 

مربع انحراف‌ها قیمت مطلق انحراف انحراف  -‏ زمان تحویل به روز 
PENA OX CN‏ 
1 1 1 7 8 
4 2 2 7 9 
б 7 i 1 1‏ 
B 9‏ 3- 7 4 
1 1 1 7 8 


AS را دریافت‎ (SELL (Data) اوسط زمان تحویل دیتای‎ e 

٭ واریانس زمان تحویل کالاها را به دست آورید. 

٭ جذر مربع واریانس را محاسبه کنید. 

ө‏ واحد جذر واریانس را با واحد واریانس مقایسه کنید. 

از فرمول واریانس آموختید که عمل توان‌رسانی نه تنھا مقیاس اندازه گیری واریانس را شامل 
اشکالات می کند بلکه انحراف‌ها را نیز بز رگ OUS‏ می‌دهد. 

دست آوریم و این جذر واریانس شاخص پراکنده گی دیگری را به نام انحراف معیاری یا 
پرا کنده گی مطلق معرفی می‌نماید. 

انحراف معیاری که با سمبول 5 نشان داده می شود ply‏ به جذر مربع واریانس است؛ یعنی: 


e= 
واحد انحراف معیاری یا پرا کنده گی مطلق همان واحد متحول است.‎ 
رابطه اخیر را می‌توان طور ذیل ثبوت نمود:‎ 
Yay ی‎ £ 
s= اھ‎ =— X ود شید وک و در‎ + X?) 
n П г П iz 


z دمک‎ -23Y'x 2x3 - دمک‎ - 2n ^ nk ; 
AN ; n 


مثال: i> уз‏ حرارت بدن 5 مریض در زير داده ead) cuu‏ 
41 40 39 39 38 
انحراف معیاری OT‏ را حساب AS.‏ 


5 Ia 
Xi 

С sos 38+39+39+40+41 197 -394 

n 5 5 
so (38—39.4)? + (39 - 39.4)? (39 — 39.4y? + (40 - 39.4? + (41-39.4)? 

5 
gu (—1.4)? + (0.4)? + (—0.4)2 + (0.6)? + (1.6 
5 

g2 _ 1:96 +0.16 +0.16 +0.36+2.56 _ 52 _ 04 


Š 
S= 41.04 =1.01980 


توجه: انحراف معیاری در یک جدول کثرت. به صورت تقریبی از فرمول زیر به دست 
Sut‏ 
وی Pese‏ 


= i 7 x? 
وت‎ 
1 1=1 

upas کرت‎ кшз ил (Чаш ы хы» 
معارف برنامه پخش می کنند» در زیر‎ ёз تعداد ساعت‌هایی را که چهار دستگاه تلویزیون‎ 
AS را حساب‎ (Data) > داده شده است. انحراف معیاری‎ 


1 3 4 5 


@ 


e‏ گراف چندضلعی کثرت: جوره‌های مرتب نقاطی را که عرض آن‌هاء م رکز دسته‌ها 
و طول آن‌ها ply‏ کثرت همان دسته باشد با هم وصل می کنیم گراف چند ضلعی کثرت به 
وجود می آید» در گراف چند ضلعی کثرت دو نقطه با کثرت صفر به ابتدا و انتهای دسته‌ها 
اضافه می شود تا گراف چند ضلعی کثرت به محور× متصل شود. 
٭ گراف ساقه و e‏ برای رسم گراف ساقه و ب رگ از اعدادی استفاده می‌شود دیتای 
(Data)‏ احصاییوی را به صورت اعداد در آورده و سپس از این اعداد گراف ساقه و ёё‏ 
را تشکیل می دھیم. این گراف برای دیتای (Data)‏ که تفاوت کوچکترین و بزرگترین دیتا 
از نظر تعداد رقم‌ها اند ک باشدہ مناسب است. 
ө‏ چارکت: عددی که جامعۀ مرتب را به دو قسمت مساوی تقسیم می AS‏ میانه نامیده 
می‌شود. حال اعدادی را در نظر بگیرید که جامعة مرتب را به چهار قسمت مساوی تفسیم 
می کنند. این اعداد را با Q, «Qj‏ و Q,‏ نشان می‌دهند و آن‌ها را به ترتیب چا ر ک‌های اول 
تا سوم می‌نامند. واضح است که ile О,‏ است. 
e‏ گراف صندوقچه‌یی یا گراف جعبه یی: از این OLE‏ برای دیتای (Data)‏ که به هم 
نزدیک هستند دیتای (Data)‏ که در اطراف pote Lew gl‏ کز اند و یا در اطراف بیش ‌ترین دیتا 
و یا کمترین دیتا متم رکز اند استفاده می‌شود. این گراف یک گراف تصویری است که دیتا 
(Data)‏ را بر اساس کمترین دیتاء بیشترین دیتاء میانه» ES sla‏ اول و چا رک سوم نمایش 
می‌د هند. 
٭ Ans lio‏ شاخص‌های مر کزی توسط منحنی فارمل: وقتی که می خوامیم شاخص‌های 
مرکزی (اوسط. ile‏ و مود) را با استفاده ازمنحنی‌یی نارمل مقایسه نماییم در این صورت؛ 
اگر منحنی نارمل متناظر باشد. اوسط میانه و مود با هم برابرنده اگر منحنی نارمل متناظر 
نباشد شاخص‌های مرکزی قيمت‌ها را نظر به موقعیتی که به طرف سمت چپ و راست 
منحنی دارند اختیار می کنند. 
e‏ انحراف چار کت‌ها: اگر О,‏ و О;‏ به ترتیب چارکک‌های اول و سوم مجموعه‌یی از دیتا 
(Data)‏ باشند. انحراف چارک‌ها را می توان به صورت زیر نوشت: 

-Q,‏ ,00 د0 
از تعریف بالا واضح است که 50% جامعه در فاصله О,—О,‏ قرار دارند. هر قدر این 


فاصله کوچکتر باشد. دیتا (Data)‏ متراکمتر و پراکندہ گی آن‌ها کم‌تر است. 


(Data) t» واریانس: شاخص‌های پراکندہ گی» اندازه‌هایی هستند که وضع پرا کنده گی‎ e 
م کت‎ а رات هه کت کو ہت‎ 

7 کی از مهمتر ی Sees, cla aeta‏ است که با $ ols‏ داده می‌شود و از 
АЫ)‏ زیر به دست می آید: 


)-3( +(x, X) +...+ (x, =F) _ о 


= $ 
п п‏ 
و محاسبة واریانس از جدول کثرت. توسط فرمول زیر به دست می آید: 
(x, - х)?‏ 2:8 
ر 7 5 s s‏ 


>f 
i=1 


می گویند. 


27 KJ 


n 


محاسبة انحراف معیاری از جدول کثرت توسط فرمول زیر به دست می آید: 


X)‏ هر کر دسته‌ها) 


1- گراف زیر نشان دھندۂ توزیع سرعت باد در 19 روز است. با استفاده از اطلاعات داده 
شده در گراف» گراف چند ضلعی کثرت را برای سرعت باد رسم کنید. 
اگر حداقل سرعت باد برای راندن یک قایق col‏ 5 کیلومتر فی ساعت لازم باشد» چند روز 


را А л‏ دما کرک ما کا СЕСЕ‏ 


> 


زمان (روز) 


| ما ھ۔ دس یم‎ ON 


کیلومتر در ساعت 


2 گراف چند ضلعی کثرت گرافی است که... روی محور افقی و ... روی محور 
عمودی نشان داده می‌شود. 


الف) مر کز دسته‌ها- کثرت نسبی ب) کثرت سے مر S‏ دسته‌ها 
(z‏ حدود دسته‌ها- کثرت مطلق وا مر کر دسته = کیربت مطلق 
En О‏ | 
- دیتای موجود در این گراف را بنویسید. 4 0323| 1 
و 9 4 ۹ O‏ 2 
2 


31-4 دوران کدام گراف به اندازۂ 90 (خلاف حرکت عقربه ساعت) گراف میله‌یی حاصل 
می‌شود. 
الف) ساقه و ب رگ ب) مستطیلی (z‏ چند ضلعی کثرت 5( دایروی 


5- گراف زیر نمرات امتحان صنفی سه صنف: الف» ب و ج را در امتحان ریاضی OUS‏ می‌دهد. 


باتوجه به گراف داده شده سوال‌های زیر را پاسخ دھید: 


— == 

e‏ کدام صنف بیش ترین isle‏ تحول را دارد؟ 

e‏ میانة نمرات کدام صنف از همه بیش‌تر است؟ dike‏ نمرات کدام صنف از همه کم‌تر 
است؟ 

© پراکنده گی نمرات کدام صنف بیش‌تر از همه است؟ 

e‏ این سه صنف را با توجه به نمراتی که در امتحان اخذ نموده‌اند از ضعیف ترین به قوی‌ترین 


مرتب کنید. 
6- در LS‏ زیر مقدار 2 کدام یک از مفاهیم زیرا را وانمود می‌سازد: 
(Call‏ میانه ب) اوسط ج) چا رک سوم د) مود f‏ 


7 - دو ale IS‏ تولید aS‏ مواد غذایی В зА‏ سک را در AS 48 (Grud‏ به 
ОЕ‏ 
پنج بسته بسکیت به صورت تصادفی از یک فروشگاہ مواد غذایی از دو محصول انتخاب 
شود و تمام Оу‏ بسته‌ها به دقت اندازه گیری شوند. نتیجه زیر به دست آمد: 
A: 48.08 48.32 47.96 47.84 47.96‏ 
B: 49.16 48.84 48.88 49.08 49‏ 
e‏ کدام کارخانة بسکیٹ: بیش‌ترین بسته‌ها را می‌فروشد؟ برای به دست آوردن حل سؤال 
از >4 شاخصی استفاده می کنید؟ 


o‏ کدام کارخانه‌ها در توزیع بسکیت یک‌سان عمل کردہاند؟ 
51-8 ساحة تحول» برابر به صفر باشدہ در بارۂ دیتا (Data)‏ چه نتیجه‌یی می گیرید؟ 
9 - تعداد ساعاتی را که شاگردان در طول یك هفته به ورزش اختصاص داده‌اند در زیر 


داده شده است: 


9 7 5 1 
واریانس این (Data) tuo‏ را حساب کنید. 
0- در جدول زیر واریانس را محاسبه کنید. 
х, |25 35 45‏ 
15 25 10[ ۶ 


مردم در قرن‌های متمادی به این باور 
بودند که زمین هموار و ستاره‌ها به دور آن 
=> 

bT‏ از کره‌وی بودن زمین درکی دارید؟ 

LT‏ خورشید به دور زمین و یا زمین به دور 
خورشید می‌چرخد؟ 


تعریف: فهم غریزه‌وی یا احساسی که به وسیلة ОЙ‏ صحت و یا حقیقت یک موضوع و 
یا یک مفهوم را بدون استدلال قبول می کنیم عبارت از درک شهودی بوده که در مواقع 


روی خط مستقیم دو A А5‏ و 8 را قرار شکل زیر در نظر کت 


А А, A, AsB 


یک نفر می خواہد از 45 B а A‏ روی خط داده شده برود حتمی‌است که در AE‏ 
A,‏ (نقطه وسطی قطعه خط (AB‏ توقف نماید و برای رسیدن به 4 B‏ بار دیگر در نقطه 
A,‏ (نقطه وسطی قطعه خط (А,В‏ توقف نمایدء و به همین ترتیب ادامه بدهد» به سوال‌های 
زیر پاسخ دهید: 


LT-‏ به گونه فوق توقف در ABE‏ وسطی, بین دو نقطه روی خطی که در شکل بالا نشان داده 
شده است پایان دارد؟ 


- اگر این مسأله تا اخیر رعایت گردد شخص مورد نظر به B ib‏ خواهد رسید؟ 
- اگر نفر مذ کور توقف ننماید و یا هم از راه cos SS jo‏ نه تنها به نقطة B‏ خواهد رسید؛ بلکه 
از OT‏ عبور خواهد کرد؛ بنابراین بین واقعیت این مسأله و د رک شهودی‌تان چه اختلافی 


وجود دارد؟ 

از فعالیت بالا نتیجة زیر را به دست می آوریم: 

فتیجه: نتیجه گیری؛ حاصل از درک شهودی» نمی تواند همواره نتیجه گیری صحیح را به 
ШЫ»‏ داشته باشد؛ اما می تواند پایه گذار احکام و قضایای درست باشد. 

از مثالی که در فعالیت بالا از OT‏ استفاده نمودیم و یا مثال‌های هم مانند OT‏ به معنای این — 
که استدلال درک شور دی کي اه ده بوده؛ بلکه برعکس در بسیاری حالت‌ها استدلال 
درک شهودی باعث تلاش و پیگیری حل مسأله و ایجاد انگیزه‌یی می‌باشد که باعث طرح 
پرسش‌های جدیدتری می گردد. 

مثال 1: با استدلال درک شهودی به سهولت می توان حکم کرد که دو خط موازی یکدیگر 
چون در پذیرش این مسأله» استدلالی به کار نرفته و در واقع یک احساس است که بر 
اساس OT‏ این حکم صورت می پذیرد. این گونه نتیجه گیری را به نام درک شهودی یاد 
می‌نماييم. 

مثال2: یک نقطه در خارج دایره‌یی به قطر 4 واحد قرار دارد» برای Abela dallas‏ آن از 
مر کز دایره که بیشتر از 2 واحد است نمی‌توان گفت که استدلال مذ کور یکت در ES‏ شهودی 
است؛ زیرا برای وضاحت مسأله لازم است تا استدلال نماییم چون ibob‏ م رکز دایره از محیط 
oT‏ 2 واحد بوده و نقطه در خارج محیط قرار دارد؛ بنابراین Mel‏ نقطه از م رکز دایره بز رگتر 
از 2 واحد می‌باشد؛ یعنی با در نظرداشت یک دانش و یا احساس غریزه‌وی بدون استدلال 


بگو در بین دستان من چیست؟ تقریبً گرد | 
ال s‏ سعید است در ین коо‏ 


C xr‏ زرد ات 


یک استاد منطق می‌خواست استدلال قیاسی شاگردش را امتحان نمایدء رو به طرف او نمود 
و گفت: 

میدانی قیاس و یا تمثیل» پلی برای رسیدن به حقیقت است و در جریان درس آموختیم که 
استدلال تمثیلی ما را به حقیقت نزدیک می کند؛ اما همیشه خود یک حقیقت ناب نیست. 
استاد در حالی که در مشت‌های گره‌خوردة خود تخم مرغی را پنهان نموده بود از شاگرد 
D pu ео‏ ( 

کر فا کون ا ДӘ‏ رنکش datei.‏ سعدی جری 
с\з);‏ 

شاگرد که تازه از یک مزرعة زراعتی بر گشته بود بعد از فکر عمیق رو به طرف معلم نموده 
کت 

- استاد فکر می کنم در بین شلغم پوست‌شده. زرد کک قرار دارد. 


یافتن شباهت بین دو پدیده و نتیجه گیری Glue‏ در ارہ آن‌ها را استدلال تمثیلی پا قیاسی 


فعالیت 

یک معلم» یک شاگرد بازی گوش را که درس را اخلال می‌نمود از صنف خارج کرد. در 
بیرون صنف ناگهان شاگرد مذ کور یک هم‌صنفی خود را دید که او نیز از صنف بیرون 
آمده است. با در نظرداشت تعریف فوق کدام یک از ارتباطات زیر یک استدلال تمثیلی یا 


- شاگرد دومی هنگام درس هوا خوری می کرد. 

- او نیز بازی گوشی کرده است. 

- مریض است: نمی خواهد در صنف , 

از تعریف و فعالیت شاگردان نتیجه زیر را به دست می آوریم: 

فتیجه: قباس و یا تمثیل در حقیقت نوعی یافتن تشابه بین مفاهیم گوناگون است» بنابراین 
تمثیل‌ها می توانند در ایجاد یک Ае)‏ شهودی برای د رک بسیاری از مفاهیم یا قضایای 
ریاضی به کار روند. 

استدلال تمثیلی به حیث یک بوت حساب نمی‌شود؛ اما زمینه ساز OT‏ است. 

مثال 1 : مثل عامیانة «مار ољ‏ ریسمان ابلق می‌ترسد» یک استدلال قیاسی است؛ زیرا 
ریسمان ابلق با مار مقایسه شده است و بین آن‌ها شباهتی دیده شده است. 

مثال 2: از تمثیل و یا قیاس برای درک این حقیقت که حاصل ضرب منفی ضرب منفی یک 
эде‏ مثبت و حاصل‌ضرب منفی ضرب مثبت» یک эде‏ منفی است استفاده می کنیم: 
هرگاه GY‏ بودن یک شاگرد را مثبت G)‏ و نالایق بودن او را منفی C)‏ در نظر بگیریم و 
حاصل OT‏ دو عمل یعنی برای است )+( و برای نیست C)‏ را در نظر cab‏ آن‌ها را تر کیب 
نماییم در نتیجه داریم: 


Enac GN‏ ‘ لا cx‏ = منفی 
M М $ { {‏ 
G) ‘ + =G @‏ == 
نالایق است = منفی ‹ соо =ош о‏ 


نت e‏ نت 
Y M if |‏ 
c СЕО‏ + 


» 


4 
— 


یک شاگرد در اولین امتحان صنفی 100 
s‏ شا کرد مد کور در ы‏ 
دوم و سوم نیز موفق به گرفتن 100 نمره 
می‌شود. 

در امتحان نهایی چه نتیجه گیری می کنید؟ 
شاگرد مذ کور به گرفتن چند نمره By‏ 
خواهد شد؟ 


فعالیت 


حاصلجمع اعداد GU‏ متوالی طبیعی را در نظر می گیریم. برای این کار از عدد рл t qul‏ 
aae‏ ال را L | ы‏ 

ї+3= )سے‎ )2 

1+3+5= )سے‎ y? 

1+3+5+7= [ ۴) 2 

[зло er E 


با توجه با مسائل فوق می‌بينيم که plas‏ حاصل جمع‌ها مساوی به مربع کامل تعداد اعداد طبیعی 


اسك 

- آیا می‌توانیم نتیجه بگیریم که همیشه rele‏ جمع اعداد تاق متوالی مساوی به مربع تعداد 
اعداد طبیعی متوالی می‌باشد؟ 

- سعی نمایید فورمول حاصل‌جمع n‏ عدد تاق متوالی را به دست آورید. 


از انجام فعالیت فوق ei‏ زیر به دست می آید. 


مثال 1: "مشت نمونه خروار است" به استدلال استقرایی اشاره می کند؛ زیرا در این مثال از 
یک Bye‏ کوچک» نیتجه گیری مشخصی در مورد کل مجموعه گرفته می‌شود. در واقع بر 
پاي تعداد محدودی از مشاهدات از مسأله نتیجه گیری شده است؛ بنابراین استدلال استقرایی 
به کار گرفته شده ےر 

مثال 2: یک شاگرد به طور اتفاقی در چندین مرحله» سه эде‏ متوالی را با هم ضرب نموده 
ملاحظه می کند که imei‏ حاصله مضرب 6 است. از انجام این عمل نتیجه گیری می کند که: 
" حاصل‌ضرب هر سه эде‏ متوالی؛ مضرب 6 است" 

شا گرد مذ کور چه استدلالی به کار برده است؟ 

الف: شھودی ب: قیاسی C‏ استقرابی 5 هیچ کدام 

حل: استدلال استقرایی 


1- روش کک گیری IS‏ بر مبنای مجموعه محدود از مشاهدات چگونه یک استدلال است؟ 
الف) استدلال calls‏ با تمثیلی 
ب) استدلال استقرابی 
(c‏ استدلال درک شھودی 
6-2 دقت به ترتیب اعداد» خانه‌های SE‏ زیر را تکمیل نمایید: 
[]>-1×8+1 
12x8422[ |‏ 
123x843-[ ]‏ 
1234x8+4=[ |‏ 
3- 
(a‏ حل مزال شماره 2 را در نظر گرفته LT‏ کے می‌توانید که ترتیب فوق می‌تواند تا 
بی‌نهایت ادامه پابد؟ 
(b‏ بدون محاسبه با توجه به تمرینات بالا اعدادی را که در تساوی‌های زیر صدق می XS‏ 
کس برد 
12345x8+5=L__|‏ 
123456x8+6=L__]‏ 


we 


“\ mm F" 


LT‏ کدام وقت بازی دومینو را 
انجام داده اید؟ 


می دانید که در بازی دومینو با افتادن خشت اولی روی خشت دومی که OUS‏ هم قرار 
77 بر e ss бо‏ تومی اص سی هی آ2 S‏ کے نت 
می‌افتند» این افتادن‌های خشت‌ها یکی پی دیگری که قرار شکل بالا به فاصله‌های مناسب و 
مساوی از هم قرار گرفتەاند برای علاقه‌مندان تصویر جالبی به نمایش می گذارد. 
ملاحظه می‌نماييم که با افتادن خشتی که در موقعیت ام قرار دارد باعث چپه شدن یا افتادن 
خشت بعدی k D‏ )-ام می گردد. 
حال اگر عمل افتادن خشت‌ها از شمارۂ مشخص آغاز شود. از آن به بعد خشت‌ها یکی پی 
دیگری» یعنی همۀ دومینوها بالای هم می‌افتند و به این ترتیب همه دومینوها روی زمین قرار 
می گیرند. 

فعالیت 


می دانیم که 100=1+8+27+64 بوده که اگر آن‌ها را به شکل مریع‌ها و یا مکعب‌ها در 
آوریم می‌توانیم به شکل زیر نیز بنویسیم: 

4٩ =10?‏ + ?3+ 2°+ 1 
LT -‏ هميشه مجموع مکعب‌های اعداد طبیعی متوالی مساوی به مجموع مربع تعداد آن‌ها 
اح 
- آیا می توانید حالت عمومی‌تری را برای ЙД»‏ فوق ارائه نمایید؟ به خاطر دریافت جواب به 
سؤال فوق جدول را تکمیل کنید: 


E +1) ү 


- صحت فورمول | 2 


اعداد n=4 L]n=3 , n=2,n=1‏ امتحان کنید. 
- حال اگر مجموع مکعب‌های n‏ عدد طبیعی متوالی را نظر به فورمول فوق قبول کنیم؛ یعنی 
K‏ 


2 
|| 
m [em 1‏ 1۳23 
7 
باشد leal‏ را برای n+l‏ عدد متوالی ثبوت کنید؛ یعنی Маз OUS‏ که: 


2 
7 +2° +3° а) [erem 


از انجام فعالیت فوق نتیجۀ زیر را به دست می آوریم: 
نتیجه: هرگاه P(n)‏ حکمی دربارۂ اعداد طبیعی N‏ داده شده ASL‏ با kae‏ حکم در برابر 
| ٗٴ б‏ (1) درست باشد و در قدم دوم ما از درستی P(k)‏ . درستی )1+ Р(К‏ 
را به حیث نتیجه درست به دست آوریم» در این صورت. ادعای P(n)‏ برای هر عدد طبیعی 
n‏ نیز درست می‌باشد. 
OUS :1 Jiro‏ دهید که ۲1 P(n)=4°"‏ برای هر ote‏ طبیعی 11 قابل تقسیم بر 5 است؟ 
حل: ادعا برای 1= n‏ درست است؛ زیرا: 

n=1 : Р(1) = 4?! -124? -1=16-1=15‏ 
obs‏ می شود که 215 Р()‏ قابل تقسیم بر 5 است. 


برای эде‏ طبیعی K‏ قبول می کنیم که ادعای فوق صدق می ous‏ یعنی: 1— *4 = P(k)‏ 
قابل تقسیم به 5 است. بنابراین چون قابل تقسیم به 5 است؛ می توانیم OT‏ را به شکل زیر 


بنویسیم: 
P(k) = 4” SR (*)‏ 

می خواھیم نشان دھیم که بر 1 +6 = ۵ نیز ادعای مذ کور درست است؛ بنابراین داریم: 
А РСЕ ЕЕЕ (**)‏ 8-141 


اطراف Шы!)‏ (٭) را ضرب 4 نموده داریم: 
4 = (1- *4) 4 
A? = 5۲۰16 => 47 _1—15+16-(5т)‏ _ ۸4۳۶ 
)161+ 5)3 = 1- 4% 
طرف راست del,‏ فوق 5:(3+16г)‏ نشان می‌دهد که طرف چپ مساوات قابل تقسیم & 
CS‏ 
Mall;‏ اخیر نشان می‌دهد که 1- Р(К+1)=4‏ نیز به 5 قابل تقسیم است. چون از 
صحت p(k)‏ ما صحت Р(К+1)‏ را نتیجه گرفتیم» بنابراین نظر به اصل استقرای ریاضی 
ادعای P(n)‏ در براہر هر عدد طبیعی 11 نیز درست می‌باشد. 
بادداشت: در CUI‏ احکام ریاضی به کمک استقرای ریاضی ابتدا PA)‏ رابه دست 
می‌آوریم؛ سپس P(k)‏ رابه عنوان حکم استقرایی در نظر گرفته و به این ترتیب از فرضیه 


حکم را ثابت می‌نماييم. 
Je‏ 2 با استفاده از استقرای ریاضی ثبوت 225 که daly‏ زیر برای هر ote‏ طبیعی D‏ 
درست است: 

n(n+1)(n+2) 


1х2+2х3+3х4+...+п(п +1) = 3‏ 
حل: برای صحت رابطه فوق در براہر п=1‏ داریم: 


01-042) 1x2x3 | 
3 3 


n-l Я ۲1) 72ء‎ 2 
Zp? 


بنابراینء رابطه در براہر n-l‏ صحیح wry‏ حال اگر برای n-k‏ صحت OT‏ را قبول 
نماییم. مسأله را برای 1+1 8 به اثبات می رسانیم؛ بنابراین داریم: 


n=k, P(K)=1x2+2x3+3x4+...+k x(k +1) = لاڈ‎ 


فرضية استقرا 
با فرض del‏ بالا برای PO)‏ با درنظرداشت П = kl‏ می خواھیم صحت رابطه را نشان 
دهیم؛ بنابراین داریم: 
п=К+1, Р(К+1) =1х2+2х3+3х4+...+(к+1)(к+ 2)‏ 
(k+1)(k + 2)(k +3)‏ _ 
Ë 3‏ 
حکم استقرا 
با در نظرداشت 9 22 استقرا داریم: 


Р(К +1) = [х2+2х3+3х4+...+К(К+1)]+ (К +1)(К +2) 


_ К+ 1006+ 2( түү 2) _ Kk Dk +2) +k +2) 
3 3 
_ (К € D(k + 2)(k +3) 
3 
Е  + + ++++++ eee — i 


بنابراین» رابطه برای 1+ n = K‏ نیز درست بوده و بدین ترتیب P(n) 4l‏ در برابر هر П‏ 


1 - توسط استقرای ریاضی نشان دھید که برای هر عدد طبیعی 0 داریم: 
n(n +1)(2n +1)‏ _ و 


1e ۲ 


6 

2 - توسط استقرای ریاضی OUS‏ دهید که: 
(4n - 2( = 2n? (i)‏ +...+ 4-10 2+6 
(ii)‏ = )20-1(+...+1+3+5 


r 


k ~~ 


— 


LT‏ می توانیم بدون روشنی در تاریکی شب 
اشیا را مشاهده و از هم تفکیک نماییم؟ 


سه ست مختلف اعداد طبیعی را که هر کدام OT‏ دارای سه عدد اختیاری طبیعی متوالی باشد 
- حاصل‌ضرب عناصر هر ست را جداگانه به دست آورید. 

- آیا می‌توانیم بگوییم که حاصل‌ضرب‌های مذ کور: 

(: قابل تقسیم برعدد 2 اند؟ چرا؟ 

XID‏ قابل تقسیم بر عدد 3 اند؟ چرا؟ 

LT -‏ گفته می توانیم که حاصل‌ضرب سه эде‏ صحیح متوالی؛ هميشه بر эде‏ 6 قابل تقسیم 
اند؟ چرا؟ 


وقتی از استدلال استنتاجی استفاده می کنیم» مطمین هستیم که نتیجه» همیشه درست است. 
مثال: با سر گرمی تمام به قدم‌های جدول زیر دقت نموده که چگونه ما بازی با اعدادی که 
درستی و حقیقت هر مرحله را می پذیریم به مرحلۀ دیگری قدم گذاشته و نتیجه را به دست 
ہت 

قابل تذ کر می دانیم در جدول» عدد به صورت اختیاری انتخاب گردیدہ و شما می توانید به 
عوض OT‏ هر عدد اختیاری دیگری را که دل‌تان می‌خواهد انتخاب نمایید. ملاحظه کنید که 


نتیجه رای همه اعداد کان است. 


&SG‏ اساسی که به نظر می خورد این است که ما در حقیقت بر مبنای عباراتی که درستی آن‌ها 
را قبول کرده‌ايم نتیج بعدی را به دست آوردیم. 

این مسأله ما را مطمین می‌سازد که با انتخاب هر عدد اختیاری نتیجه هميشه یکسان و مساوی 
به 3 می‌باشد. 


1 نشان аз‏ که حاصل‌جمع دو عدد تاق هميشه جفت است. 
2 - ثابت کنید که هر эде‏ صحیح تاق به صورت 1+ 2۸ است. 
3- در ہے 9 ote‏ سک طلابی یکی OT‏ تقلبی است که وزن آن از سکه‌های боз‏ کمتر 
است. چگونه می‌توان با دوبار وزن کردن توسط یک ترازوی دو پله‌یی بدون استفاده از 


اوزان دیگر سکهة تقلبی را دریافت نماییم؟ 


ل ادعا کرد که کتلة SF yy‏ 


۱ فعالیت 
طور مثال: 2+34 -9 


- خانه‌های SE‏ را با در نظرداشت مثال فوق تکمیل کنید: 
| مد[ G‏ 
L Jẹ- seb]‏ 
]L ни‏ [+12=&| [ 
gau | О |‏ 


з ОЕЕО 
-اگر جواب‌تان منفی باشد مثال بدھید.‎ 


مثال: برای اثبات مسأله کافی است نشان دھیم که اعداد × و Y‏ وجود دارد که غیر ناطق 


بودہ؛ اما مجموع آن‌ها X+Y‏ ناطق است. 


برای این منظور هر o‏ دو х=1+4/2 эле‏ و ysl-42‏ را انتخاب نماییم داریم: 
х+у=(1+4/2)+(1- 4/2) =1+1=2‏ 


دیده می شود که حاصل‌جمع آن‌ها مساوی به эде‏ 2 یک ste‏ ناطق بودہ؛ در Sle‏ که × و 


у‏ اعداد غیرناطق می‌باشند؛ cpl pls‏ ادعا 5 e»‏ نمی توانیم که مجموع دو عدد غیرناطق همیشه 
یک ДРО pb эде‏ می‌باشد. 


1- با استفاده از مثال نقض лз OLE‏ که 'مربع هر эде‏ حقیقی از مکعب OT‏ کوچکتر 


" 


است . 
2- برای کدام بیان زیر مثال نقض وجود ندارد: 
(а‏ مجموع دو sde‏ ناطق» sde‏ ناطق است. 
(b‏ مربع هر эде‏ مثبت بزرگتر از خود эде‏ است. 
(С‏ دو زاویه که اضلاع متناظرشان موازی است. با هم برابر اند. 
(d‏ مجموع دو عدد QU‏ عدد جفت است. 
(е‏ حاصل ضرب دو عدد غیرناطقء عدد غیرناطق نیست. 


اگر مربع یک عدد جفت باشد UT‏ خود эде‏ 


i: 
M 
11 
"is 
ө 


МЕ e جات‎ 


اگر مربع یک эде‏ جفت باشد خود عدد نیز 
رک“ لد Б? = —b=? жо Дк‏ 


اگر نشان دھیم که خود эде‏ تاق نیست» چه 
نتیجه می گیرید؟ 
فعالیت 


B C 


- ناصف زاویه А‏ را ترسیم کنید. 
-اگر CD‏ + 810 باشد. اضلاع AB‏ و АС‏ با هم چه رابطه دارند؟ 
- هرگاه فرض نماییم که BD ۶ CD‏ بود؛ اما AC‏ = ۸8 است. این Ja‏ ما را به کدام 


نتیجه می‌رساند؟ 


یادداشت: به خاطر ہسپارید که برای استفاده از برهان خلف یا ثبوت غیرمستقیم گام‌های 
زیر را در نظر می گیریم: 
قدم دوم: OUS‏ می دھیم که این فرض نتیجه‌یی به دست می دهد که حقایق دانسته شده را 
قدم سوم: حال که نتیجه به یک تناقض رسیدہ است. معلوم می‌شود که فرضیه قدم اول 
ادرست cpl pls cos y‏ مطلب باید درست باشد. 


مال 9 که اگر 902 یک عدد جفت طبیعی باشد sde‏ نیز جفت است؟ 
حل: به خاطر ثبوت مسأله فرض می‌نماييم که با وجود جفت بودن 112 П эде‏ یک эде‏ 
تاق است؛ پس می توان OT‏ را به شکل 1+ )2 = و بنویسیم؛ در حالی که k‏ یک عدد تام 


است. در نتیجه برای مربع عدد مذ کور داریم: 


п? = (2k +1)” = 4k + 4k +1 = 4(k +k)+1 

=> п? = 40 +10(+1 

ол лы сыз ECO‏ ار 

نتیجه فرضیه گرفته شدہ در بالا برای این که n‏ یک эде‏ تاق است نادرست بوده و په این 

نتیجه می رسیم AS‏ 11 نیز یک عدد جفت می باشد؛ زیرا فرض تاق بودن OT‏ ما را به این نتبجه 
۹۷۹۵ تاق امد 


ЕСА aT 


= 


شنیدن خبری از هم صنفی پهلوی‌تان چه 
نتیجه خواهد داشت؟ 


LT‏ خبر درست است و با نادرست؟ 


یک جمله خبری به نام بیان یاد می گردد» هر گاه نتیجة ОТ‏ درست و یا نا درست بینجامد. 
فعالیت 


Ф 


™ m m" 


Et‏ زر ذظ улус‏ نماد 5 5 یک RO‏ کک سار کلام کک تھا 
(jae D‏ نہ 2 2 ںہ 27 
نمی تواند یک بیان باشد. ine‏ منطقی آن‌ها چیست؟ 
UT Gi‏ امروز OL‏ نمی بارد؟ 
Gii‏ باران ببار. 


و P=F‏ برای بیان نادرست استعمال می گردد. 


برعلاوہ ~P‏ نفی بیان Р‏ می‌باشد. 
جدولی که در OT‏ ارزیابی یک بیان صورت گرفته باشد به نام جدول صحت یاد می‌شود. 
بنابراین برای هر بیان داریم: 


PA Ep 

ПЕ 

HORN 
را برای بیان «مسکا شا گرد صنف دهم است = ھی ترتیب نمایید.‎ Come مثال: جدول‎ 
حل: به خاطر ارزیابی بیان فوق می دانیم که بیان مذ کور درست و یا نادرست است.‎ 
cu وی‎ RE ВЕ اگر بیان درست باشد در این صورت می‌توانیم بنویسیم:‎ 
می‌باشد. این‎ - P = ۴ یعنی:‎ юз» نادرست است»‎ P عبارت از«‎ P بیان‎ uu حالت‎ coul pls 
نادرست است.‎ P بیان به معنای این است که بیان مسکا شا گرد صنف دهم نیست. یعنی‎ 
فوق را می‌توانیم در‎ Che بوده و بدین‌ترتیب‎ - P = T ۴باشد در این صورت‎ = ۴ fl 
جدول صحت زیر مشاهده نماییم:‎ 

~P 


=) S| 


F 
T 

تر کیب بیان‌ها 
اگر دو بیان P‏ و q‏ داده شده باشند» در این صورت: 
1 - ترکیب paq‏ به نام ترکیب عطفی و یا ((و) منطقی) بیانات p‏ و q‏ یاد می گردد. 
علامت ЧАЙ‏ به مسا و ه کار گرفته ده است, 
2- ترکیب pvq‏ به نام ت ر کیب فصلی یا (یای منطقی) بیانات sp‏ ۹ یاد می گرددء علامت 
۲ به معنای (L)‏ به کار برده شده است. 
3 - ت ركيب po ٩‏ به نام ترکیب مشروط و یا qus p SI‏ خوانده شده" یاد گردیده و 
case‏ ج نشان می‌دهد که P‏ اساس تر کیب شرطی می باشد که 0 از ane OTP‏ 
= 
4- ترکیب реа‏ به نام تر کیب‌مشروط دوطرفه و یا SIP"‏ و SIGS‏ و ۹ خوانده شده" 
اد کرد علایت کے ار ےو کاک ورا د کے سر ОЕ‏ 


نتیجه گردیدہ واگر ٩‏ اساس تر کیب شرطی باشد OT р‏ نتیجه می گردد. 
به این ترتیب ترکیب Sh‏ و تنها اگر» بیان‌های P‏ و Q‏ را در جدول صحت زیر ملاحظه 


e می نماییم:‎ 
=> 
I-^— | 
р |а ۱۸۵ | ۷۵ pq | peq 
T IT TIT T T 
"۰۸" EC ӨТ 7 7 
° КЕЛЕТ T F 
F F F | F T T 


مثال 1: هر گاه بیان P=(2+4=6)‏ و (مربع cote‏ که منفی باشد) = داده شده باشد 
~q e~ РФ q Gok ie‏ و ۰۷ (pvq)s-(p^q) (PAW‏ ~ را دریافت 
حل: با دقت به بیان‌های فوق ارزش بیان‌های فوق عبارت اند از: 
руд |-(P^Q) | -(pva)|‏ | وم | وت | و | 9 р|‏ 
ЖШ = =‏ 0 
مثال2: با تشکیل جدول صحت نشان دھید که Pv (p= q)‏ همیشه درست است: 


حل 


p-q|pv(p-q) 
T Т 


Т 
T 
T 


از جدول صحت در ستون آخری مشاهده می نماییم که بیان p v (p — q)‏ هميشه درست 


است. 


1 -با تشکیل جدول صحت نشان دھید که بیان pv q)‏ ~( ~ 9(۷ ج ) هميشه نادرست 
است. (توجه کنید که 0 و ~P‏ مستقل از هم نیستند). 
2 - باتشکیل جدول صحت نشان دهید که ارزش بیان‌های (руд) э (р q)‏ با هم 
مساوی اند یا خیر؛ یعنی: 

(( ۷) سے و р‏ 


استدلال رباضی: opt‏ پا روشی که OT уа‏ وضاحت یا صحت یک بیان ریاضی 
حاصل می‌شود به نام استدلال ریاضی یاد می ээ‏ 

در کت شهودی: فهم غریزه‌وی یا احساسی که به وسیلۂ ОЙ‏ صحت یا حقیقت یک موضوع 
و یا یک مفهوم ریاضی را بدون استدلال قبول می‌نماييم عبارت از درک شهودی بوده و در 
مواقع مختلف زمان از هم متفاوت است. 

استدلال تمثیلی يا قیاسی: یافتن شباهت بین دو پدیده و نتیجه گیری یک‌سان در بارۀ 
آن‌ها را به نام استدلال تمثیلی یا قیاسی یاد می‌نمایند. 

استدلال استقرایی: روشی که از агыз OT‏ گیری IS‏ بر مبنای مجموعهٌ محدود از 
مشاهدات یعنی از جزء به کل به‌دست می آید به نام استدلال استقرایی یاد می ээ‏ 
استدلال استقرایی رباضی: هر گاه PN)‏ حکمی دربارۂ اعداد طبیعی N‏ داده شده ASL‏ 
با مطالعة حکم در برابر epus n‏ باشد و در قدم دوم از Panel) gas‏ 
درستی بیان pn‏ نتیجه گردد. در cul‏ صورت بیان(۳0) ای هر ste‏ طبیعی 10 درست بوده 
و به نام استدلال استقرایی ریاضی یاد می ээ‏ 

استدلال استنتاجی: با استفاده از آن‌عده حقایقی که درستی OT‏ در آغاز پذیرفته شده 
باشد نیتجه عمومی‌تری به دست آورده شود به نام استدلال استنتاجی یا روش نتیجه گیری 
ob‏ می گردد. به عبارت c боз‏ نتیجه گیری از حقایق پذپرفته شده و آشکارا که درستی OT‏ 


را ثبوت و یا هم پذیرفته باشیم. 


استدلال مثال نقض: bol а‏ مثالی نشان دهیم که نتیجه گیری کلی نادرست است. در 
این صورت به صورت کل نادرستی leal‏ را نشان داده و به نام استدلال مثال نقض يا نفی یاد 
می گردد. 

برهان خلف و با ثبوت غيرمستقيم: هر گاه با فرضیه یا قبول یک قضیه‌یی به عکس بیان 
یا ادعای یک قضیه برسیم در این صورت, فرضیه نادرست بوده و ОТ BIE‏ صحت است. 
اینگونه استدلال را به نام برهان خلف یا ثبوت غیرمستقیم یاد می‌نماييم. 

tou‏ یک جملۀ خبری که نتیجه ОТ‏ درست و یا نادرست باشد به نام بیان یاد می‌گردد. 
تر کیب بیان‌ها: اگر دو بیان p‏ و osla q‏ شده باشند در این صورت: 

1- توسط "و" علامت منطقی "A"‏ بیان paq‏ عبارت از تر کیب p UG‏ و ٩‏ بوده که به 
شکل بیان و q‏ خوانده می‌شود. 

2- توسط یا" و یا علامت منطقی "v"‏ بیان pvq‏ عبارت از ترکیب بیانات p‏ و ۹ بوده 
که به شکل بیان p‏ یا q‏ خوانده می‌شود. 

3- اگر پس" ویا علامت منطقی "=" بیان Pq‏ یک بیان مشروط بیانات эр‏ ۹ بوده 
که به شکل p UST‏ پس q‏ خوانده می‌شود در این صورت علامت = نشان می‌دهد که p‏ 
یک اساس تر کیب شرطی برای OT‏ که q‏ از OT‏ نتیجه شود می‌باشد. 

ST -4‏ و تنها اگر" و یا case‏ منطقی "©" یک ترکیب مشروط بیان دوطرفه بیانات р‏ 
و 4 بوده که بیان Pq‏ به صورت SIP‏ و تنها اگر ۹ می باشد. 


1 - کدام یک از جواب‌های زیر به نظر شما درست است؟ 

الف) یکی از مشکلات روش استقرایی عبارت از وجود خطاها در مشاهدات است. 

ب) یکی از روش‌های قوی استدلال ریاضی روش استقرایی می باشد. 

(e.‏ محدود بودن تعداد مشاهدات یکی از اشکالات روش استقرای ریاضی است. 

د) جواب الف وج درست اند. 
plus - 2‏ از جواب‌های زیر نادرست است: 
استدلال استفرایی 

الف) یکی از روش‌های بسیار قوی مسائل ریاضی است 

ب) ما را به احتمال وجود قانونمندی کلی در مسائل رهنمایی می کند. 

ج) یکی از روش‌های حل مسایل лё‏ ریاضی است. 

>( یکی از روش‌های حل مسایل ریاضی نیست. 
3 - کدام‌یک از جواب‌ها زیر در مورد شهود درست است؟ 

الف) استفاده از شهم د برای بک азый‏ گیری صددرصد درست است. 

ب) با استفاده از شهود نمی توان با اطمینان گفت که نتیجه گیری صددرصد است. 

(с‏ شهود برای درک بهتر ریاضیات است. 

(э‏ با استفاده از شهود حدس‌های قطعی همراه با استدلال حتمی برای ثبوت می‌توان زد. 
4 - کدام یک از جواب‌های زیر نادرست است: 

الف) استدلال استقرایی از جزء به کل رسیدن است. 

ب) استدلال استقرایی از کل به جزء رسیدن است. 

ج) از استدلال استقرایی نمی توان به عنوان اثبات دقیق ریاضی استفاده کرد. 

(s‏ استدلال استقرایی نتیجه گیری کلی برمبنای مجموعه‌ای از مشاهدات محدود است. 
S‏ بر اساس استدلال استنتاجی کدام یک از جواب‌های زیر نادرست است؟ 
الف) اگر برف ببارد زمین مرطوب می شود زمین مرطوب است. بنابراین» برف باریده است. 
ب) تمام فارغان یک مکتب. با کمپیوتر LET‏ و ریاضی را خوب می‌دانند. ضمیر از مکتب 


مذ کور فارغ شده است. بنابراین ضمیر با کمپیوتر خوب آشنا و خوب ریاضی می‌داند. 
ج) اگر چهار ضلعی مربع باشد. هر دو قطر OT‏ با هم عمود اند» دو قطر یک چهارضلعی بالای 
هم عمود اند. بنابراینء چهار ضلع مذ کور مربع است. 
د) مثلث متساوی الساقین دو ضلع با هم برابر دارده هر مثلث با سه ضلع برابر 
متساوی‌الاضلاع است. بنابراین» هر مثلث متساوی‌الاضلاع متساوی متساوی‌الساقین است. 
6 با استفاده از استدلال قیاسی نشان دهید که برای هر )91 Š‏ حقیقی »> صورت می گیرد: 
sin? oc + cos? ос= 1‏ 
b- 7‏ استدلال استقرایی نشان دھید که حاصل جمع П‏ عدد تاق متوالی مساوی n°‏ است. 
8 - با استدلال استقرای ریاضی OUS‏ دهید که برای هر эде‏ طبیعی n‏ مساوات bd‏ تحقق 
می پاہد. 0۸۱ یی pepe‏ 
9 استدلال استنتاجی ثبوت نمایید که حاصل‌جمع دو эде‏ جفت همیشه جفت است. 
L- 10‏ یک مثال نشان دهید که 52001 3+ "2 برای هر عدد طبیعی ھمیشہ یک ade‏ اوليه 
11 با استدلال برهان‌خلف OUS‏ دھید که اگر n‏ یک عدد طبیعی ثابت و اختیاری و 
برعلاوه TI^‏ تاق باشد؛ پس 1٦ا‏ نیز تاق می‌باشد. 
12 جدول Come‏ را برای بیان م رکب «باران می‌بارد و ابر نیست» پس OL‏ نمی‌بارد» 
تشکیل نمایید. در صورتی که بیان = باران می‌بارد» В‏ = «ابر است. » نام گذاری شده 
باشد؟ эде‏ 1 را برای صحیح و 0 را برای غلط به کار ببرید. 
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